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От авторов

Учебник «Математика: алгебра и начала матема-
тического анализа, геометрия. Геометрия. Базовый
уровень. 10—11 классы» И. Ф. Шарыгина является
продолжением учебника «Геометрия. 7—9 классы»
того же автора. Первые четыре главы учебника для
10—11 классов содержат материал для изучения в
10 классе. Последние четыре главы, с 5-й по 8-ю, не
только завершают курс «Стереометрия» (геометрия
в пространстве), но и подводят черту под всем
курсом школьной геометрии. 

Изучение этого предмета заключается вовсе не в
формулах для вычисления объемов многогранников
или круглых тел или любых других формулах и тео-
ремах, знание которых бывает полезным в обыден-
ной жизни. Главное, что геометрия способствует
развитию таких важнейших качеств личности, как
наблюдательность и пространственное воображение,
знакомит учеников с удивительным миром геомет-
рических фигур и тел.

Для выпускников, которым предстоит в дальней-
шем изучать математику в высшей школе, именно
стереометрия, и особенно ее последние главы, явля-
ется наиболее значимой. Знание этого материала бу-
дет полезным и при изучении ряда разделов высшей
математики. Отметим, что автор сознательно не
включил в учебник (даже в качестве дополнительно-
го материала) многие теоремы и формулы, изучае-
мые в высшей школе, которые иногда вводят в
школьный курс для классов с углубленным изучени-
ем математики. Гораздо важнее, по мнению автора,
развить и углубить базовый школьный курс. Но с
другой стороны некоторые идеи этой «чисто школь-
ной» геометрии ближе к современной науке, чем
разделы вузовских курсов. Об этом, в частности, рас-
сказывается в послесловии к учебнику. Поэтому,
прежде чем расстаться с учебником, обязательно
прочтите, а еще лучше — изучите это послесловие.
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...........................................................
Предисловие

Учебно-методический комплекс по геометрии для
базового уровня реализует системно-деятельностный
подход к обучению: формирует готовность обучаю-
щихся к саморазвитию и непрерывному образова-
нию; создает развивающую образовательную среду;
активизирует учебно-познавательную деятельность
обучающихся; строит обучение с учетом индивиду-
альных, возрастных и психолого-физиологических
особенностей обучающихся.

Учебно-методический комплекс по геометрии по-
зволяет решать следующие задачи:

— формирование представлений о геометрии как
особом языке науки, средстве моделирования явле-
ний, об идеях и методах геометрии;

— развитие логического мышления, пространст-
венного воображения, критичности мышления, не-
обходимых для будущей профессиональной деятель-
ности, а также для обучения в вузе;

— воспитание общей культуры личности, пони-
мание значимости идей и методов геометрии для
науки и культуры;

— систематизация полученных сведений о пло-
ских геометрических фигурах; совершенствование
навыков изображения плоских и пространственных
фигур; расширение и совершенствование геометри-
ческого аппарата, сформированного на ступени ос-
новного общего образования, и его применение к ре-
шению геометрических задач;

— овладение знаниями и умениями, необходимы-
ми в повседневной жизни, для изучения других
школьных предметов на базовом уровне, для получе-
ния образования;

— формирование представлений о необходимос-
ти доказательств при обосновании математических
утверждений и роли аксиоматики в проведении де-
дуктивных рассуждений;

— формирование понятийного аппарата по основ-
ным разделам курса геометрии; знаний основных те-
орем, формул и умения их применять; умения дока-
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зывать теоремы и находить нестандартные способы
решения задач.

В своей совокупности они учитывают современ-
ные тенденции отечественной и зарубежной шко-
лы и позволяют реализовать поставленные перед
школьным образованием цели на информационно-
емком и практически значимом материале.

Материал учебников основан на авторской, так
называемой наглядно-эмпирической концепции по-
строения школьного курса геометрии, полностью со-
ответствующей современным образовательным стан-
дартам.

Систематический курс геометрии для 10—11 клас-
сов имеет ряд особенностей, отличающих его от дру-
гих учебников.

Первое — и самое главное — он учит геометрии.
В учебнике не просто приводятся определения и тео-
ремы в сопровождении примеров и задач, а реализо-
вана направленность на формирование геометриче-
ского мышления. Уменьшена роль формально-логи-
ческих рассуждений, больше внимания уделяется
методам решения геометрических задач.

Отказ от аксиоматического подхода (означаю-
щий, по существу, отказ от излишней схоластики),
т. е. наглядно-эмпирическое построение курса,
позволяет уже на самом раннем этапе геометрии
решать содержательные, интересные и красивые
задачи.

Курс стереометрии способствует развитию таких
важных качеств личности школьников, как наблю-
дательность и пространственное воображение, зна-
комит с удивительным миром геометрических фи-
гур и тел, которые должен знать каждый культур-
ный человек.

В школьный курс геометрии И. Ф. Шарыгин со-
знательно не включил многие теоремы и формулы,
которые изучают в высших учебных заведениях и
иногда вводят в программу для классов с углублен-
ным уровнем изучения математики. Он считал, что
гораздо важнее развить и углубить базовый школь-
ный курс. Но оказалось, что некоторые идеи школь-
ной геометрии ближе к современной науке, чем не-
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которые вопросы вузовских курсов. Об этом идет
речь в послесловии к учебнику.

В соответствии с авторской концепцией полно-
ценный курс геометрии состоит из геометрической
теории, методов геометрии и системы задач.

Поставив во главу угла умение школьников ре-
шать задачи, автор рассмотрел различные методы
решения и доказательства, что формирует мощную
мотивацию к изучению предмета. Это главенство за-
дачи выгодно отличает данный учебник геометрии
от большинства других.

Материал учебников полностью отвечает содер-
жанию Федерального государственного образова-
тельного стандарта по геометрии средней школы и
включает в себя дополнительный материал (соответ-
ствующим образом помеченный), позволяющий ис-
пользовать учебники в классах с углубленным изу-
чением математики.

Задачи в учебниках дифференцированы по уров-
ню сложности, причем среди них выделены задачи
важные, полезные и трудные, что позволяет учите-
лю достаточно свободно ориентироваться в их много-
образии.

В учебник геометрии для 10—11 классов включе-
ны: введение, главы и пункты содержания, допол-
нительные задачи и задачи для повторения, «Про-
верь свои знания» (тест на истинность и ложность
геометрических утверждений), «Вместо послесло-
вия» (краткая история геометрии), ответы и указа-
ния ко всем задачам учебника, полезные теоремы и
формулы основной школы.

Если рассматривать курс 11 класса в целом с
точки зрения сложившейся практики, то главными,
безусловно, являются главы 5 и 8. Но, хотя для
различных экзаменов и конкурсов материал глав 6
и 7 является относительно малозначимым, к ним
следует отнестись достаточно внимательно. Эти гла-
вы очень важны для развития математической
культуры. Кроме того, по темам глав 5 и 8 мы имеем
большую и хорошо разработанную систему задач, и
уровень освоения этих глав можно оценить с по-
мощью традиционных контрольных работ, в то вре-
мя как при изучении глав 6 и 7 контроль большей
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частью сводится к проверке знания теоретического
материала. Здесь очень важно найти методы, позво-
ляющие отделить формальное знание от ясного
понимания.

В пятой главе «Объемы многогранников» речь
идет об аналогиях в курсах планиметрии и стерео-
метрии, которые наиболее наглядно просматривают-
ся в темах «Площади» и «Объемы».  С основными
свойствами площадей и объемов, простейшими фор-
мулами для вычислений учащиеся уже знакомы. Те-
оретическое построение пятой главы идейно повто-
ряет раздел «Площади многоугольников» из курса
планиметрии. Подобно тому как  в планиметрии рас-
сматривался метод площадей, в стереометрии пред-
ставлен метод объемов. При этом основные идеи и
модификации этих методов сходны.

В шестой главе «Объемы и поверхности круглых
тел» изучаются объемы и поверхности круглых тел:
цилиндра, конуса и шара (сферы). Но главным явля-
ется не только вывод соответствующих формул.
Очень важен философский аспект. При выводе фор-
мул автор не прибегает к понятию интеграла, а ис-
пользует либо интуитивно понятный предельный
переход (в темах «Объем цилиндра» и «Объем кону-
са»), либо столь же интуитивно очевидный принцип
Кавальери (в теме «Объем шара»). При этом автор
опирался при написании учебника на историческую
традицию и следовал принципу историзма. Столь же
традиционно вводится понятие площади поверхно-
сти круглого тела и выводятся соответствующие
формулы. В учебнике есть одна не очень привычная
для школьных учебников идея, также относящаяся
к философской стороне геометрии. Это попытка об-
ратить внимание школьников на то, что понятие
площади поверхности круглого тела не так очевид-
но, как может показаться на первый взгляд. С одной
стороны, особенностью этой главы является приори-
тет теории над решением задач, с другой стороны,
построение траектории изучения этого материала
реализовано и через теорию, и через систему задач.

Седьмая глава «Правильные многогранники» за-
нимает особое место в курсе. С одной стороны, по
сложившейся традиции правильные многогранники
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редко включают в курс стереометрии. Исключение
составляют только правильный тетраэдр и куб.
Иногда ученики встречаются с октаэдром как объ-
единением двух правильных четырехугольных пи-
рамид. А такие интересные многогранники, как до-
декаэдр и икосаэдр, изучаются редко, хотя теория
правильных многогранников является частью мно-
говековой истории геометрии. Трудно говорить о
геометрической культуре человека, незнакомого с
правильными многогранниками. Так как важней-
шей целью курса геометрии И. Ф. Шарыгина явля-
ется развитие геометрической культуры обучаю-
щихся, то в учебник включена глава, посвящен-
ная этому вопросу. Самой трудной проблемой, по
словам автора учебника, стало обоснование факта о
количестве правильных многогранников. В учебни-
ке представлены все пять видов многогранников.
Важно, что доказывается существование додекаэдра
и икосаэдра, а затем обосновывается, что каждый
многогранник определяется своим ребром. Соответ-
ствующее рассуждение относится к октаэдру и ико-
саэдру — единственной паре многогранников, у ко-
торых углы при вершинах не являются трехгран-
ными. На базовом уровне можно ограничиться
знакомством со всем семейством правильных много-
гранников. На углубленном же уровне изучить по-
лезно всю главу. Так как задачи из седьмой главы
технически сложны, даже на углубленном уровне не
следует требовать от учеников самостоятельного и
полного решения, лучше разбирать их решения при
фронтальной работе со всем классом.

Восьмая глава «Координаты и векторы в прост-
ранстве» посвящена важнейшим методам в геомет-
рических исследованиях. В материал включены ос-
новные сведения традиционного школьного курса
стереометрии, но в лаконичной форме. Согласно ав-
торской концепции, с одной стороны, подробная те-
ория векторного и координатного метода изучается в
высших учебных заведениях в курсе аналитической
геометрии, и нет необходимости излагать этот курс в
сокращенном виде в школе. С другой стороны, эти
методы не совсем соответствуют целям обучения

2153990o2.fm  Page 8  Tuesday, April 29, 2014  10:40 AM



9

школьной геометрии, как их понимал автор учебни-
ка. Координатный и векторный методы менее всего
помогают достижению цели развития пространст-
венного воображения учащихся. В данном учебнике
эти методы являются инструментом повторения
курса геометрии, так как дают возможность рас-
смотреть многие факты с новой точки зрения. Теоре-
тическое содержание этой главы сходно с изложени-
ем аналогичного раздела в курсе планиметрии этого
же автора, правда, несколько отличается системой
задач.

Девятая глава «Движения пространства» ориен-
тирована на классы с углубленным изучением мате-
матики и посвящена изучению следующих видов
движений: вращение вокруг оси (поворот) и винто-
вое движение, центральная симметрия и симметрия
относительно прямой, зеркальная симметрия (сим-
метрия относительно плоскости) и скользящие сим-
метрии. Большое внимание уделено композициям
разных видов движений. Главная цель при этом —
сформировать понятие движения пространства и его
видов, научить применять геометрические преобра-
зования в качестве аппарата решения стереометри-
ческих задач.

Программа предполагает достижение выпускни-
ками старшей школы следующих личностных, ме-
тапредметных и предметных результатов.

В личностных результатах сформированность:
— целостного мировоззрения, соответствующего

современному уровню развития науки математики
и общественной практики ее применения;

— основ саморазвития и самовоспитания в соот-
ветствии с общечеловеческими ценностями и иде-
алами гражданского общества; готовности и способ-
ности к самостоятельной, творческой и ответствен-
ной деятельности с применением методов матема-
тики;

— готовности и способности к образованию, в том
числе самообразованию, на протяжении всей жизни;
сознательного отношения к непрерывному образова-
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нию как условию успешной профессиональной и об-
щественной деятельности на основе развитой моти-
вации учебной деятельности и личностного смысла
изучения математики, заинтересованности в приоб-
ретении и расширении математических знаний и
способов действий, осознанности в построении инди-
видуальной образовательной траектории;

— осознанного выбора будущей профессии, ори-
ентированной в применении математических мето-
дов и возможностей реализации собственных жиз-
ненных планов; отношение к профессиональной де-
ятельности как возможности участия в решении
личных, общественных, государственных, общена-
циональных проблем;

— логического мышления: критичности (умение
распознавать логически некорректные высказы-
вания), креативности (собственная аргументация,
опровержения, постановка задач, формулировка
проблем, работа над исследовательским проектом
и др.).

В метапредметных результатах сформирован-
ность:

— способности самостоятельно ставить цели учеб-
ной и исследовательской, проектной деятельности,
планировать, осуществлять, контролировать и оце-
нивать учебные действия в соответствии с постав-
ленной задачей и условиями ее выполнения;

— умения самостоятельно планировать альтерна-
тивные пути достижения целей, осознанно выбирать
наиболее эффективные способы решения учебных
и познавательных задач;

— умения находить необходимую информацию,
критически оценивать и интерпретировать инфор-
мацию в различных источниках (в справочниках,
литературе, Интернете), представлять информацию
в различной форме (словесной, табличной, графиче-
ской, символической), обрабатывать, хранить и пе-
редавать информацию в соответствии с познаватель-
ными или коммуникативными задачами;

— навыков осуществления познавательной, учеб-
но-исследовательской и проектной деятельности,
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навыков разрешения проблем; способности и готов-
ности к самостоятельному поиску методов решения
практических задач, применению различных мето-
дов познания;

— умения продуктивно общаться и взаимодейст-
вовать в процессе совместной деятельности, учиты-
вать позиции других участников деятельности, эф-
фективно разрешать конфликты;

— умения владения языковыми средствами —
умения ясно, логично и точно излагать свою точ-
ку зрения, использовать адекватные языковые сред-
ства;

— умения представлять информацию в словес-
ной, графической, табличной, символической форме;

— навыков познавательной рефлексии как осоз-
нания совершаемых действий и мыслительных про-
цессов, их результатов и оснований, границ своего
знания и незнания, новых познавательных задач и
средств их достижения.

В предметных результатах сформированность1:
— представлений о геометрии как части мировой

культуры и о ее месте в современной цивилизации,
о способах описания на математическом языке явле-
ний реального мира;

— представлений об историческом пути развития
геометрии как науки;

— представлений о математических понятиях
как о важнейших математических моделях, позво-
ляющих описывать и изучать разные процессы и яв-
ления; понимание возможности аксиоматического
построения математических теорий;

— умения применять методы доказательств и
алгоритмы решения, проводить доказательные рас-
суждения в ходе решения задач;

1 См.: Федеральный государственный образователь-
ный стандарт среднего (полного) общего образования /
М-во образования и науки РФ. — (Стандарты второго по-
коления). Приказ Министерства образования и науки РФ
от 17.05.2012 № 413, с. 15.
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— умения пользоваться основными понятиями
о плоских и пространственных геометрических фи-
гурах, их основными свойствами;

— умения распознавать на чертежах, моделях и
в реальном мире геометрические фигуры;

— умения выполнять геометрические построения,
строить простейшие сечения геометрических тел;

— умения исследовать и описывать пространст-
венные объекты, для чего использовать свойства
плоских и пространственных геометрических фи-
гур, методы вычисления их линейных элементов и
углов (плоских и двугранных);

— умения применять изученные свойства гео-
метрических фигур и формулы для решения гео-
метрических задач и задач с практическим содер-
жанием;

— умения использовать готовые компьютерные
программы при решении задач.

...........................................................
Тематическое планирование

Тематическое планирование реализует один из
возможных подходов к распределению изучаемого
материала. Оно не носит обязательного характера и
не исключает возможностей иного распределения
содержания.

В примерном тематическом планировании разде-
лы основного содержания разбиты на темы в поряд-
ке их изучения.

Особенностью примерного тематического плани-
рования является то, что в нем содержится описание
возможных видов деятельности обучающихся в про-
цессе усвоения соответствующего содержания, на-
правленных на достижение поставленных целей
обучения. Это ориентирует учителя на усиление де-
ятельностного подхода в обучении, на организацию
разнообразной учебной деятельности, отвечающей
современным психолого-педагогическим взглядам,
на использование современных технологий.

В учебнике реализована идея уровневой диффе-
ренциации: параграфы, отмеченные знаком *, пред-
назначены для углубленной подготовки учащихся.
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х

 м
н

ог
ог

р
ан

н
и

к
ов

. 
Р

ас
п

оз
н

ав
ат

ь 
и

 
н

аз
ы

ва
ть

 п
р

ав
и

л
ьн

ы
е 

м
н

ог
ог

р
ан

н
и

к
и

2
1
5
3
9
9
0
o
2
.f

m
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e 
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7.
2*

.О
гр

ан
и

че
н

н
ос

ть
 ч

и
сл

а 
ви

до
в 

п
ра

ви
л

ьн
ы

х
 м

н
ог

ог
р

ан
н

и
ко

в
Т

ео
р

ем
а 

о 
ч

и
сл

е 
п

р
ав

и
л

ьн
ы

х
 м

н
о-

го
гр

ан
н

и
к

ов

1

П
р

ое
к

ты
 

1
. 

Г
ео

м
ет

р
и

я
 к

р
и

ст
ал

л
и

ч
ес

к
и

х
 

ст
р

у
к

ту
р

.
2

. 
П

р
ав

и
л

ьн
ы

е 
м

н
ог

ог
р

ан
н

и
к

и

И
ск

ат
ь,

 о
тб

и
р

ат
ь,

 а
н

ал
и

зи
р

ов
ат

ь,
 с

и
ст

ем
а-

ти
зи

р
ов

ат
ь 

и
 к

л
ас

си
ф

и
ц

и
р

ов
ат

ь 
и

н
ф

ор
м

а-
ц

и
ю

. 
И

сп
ол

ьз
ов

ат
ь 

р
аз

л
и

ч
н

ы
е 

и
ст

оч
н

и
к

и
 

и
н

ф
ор

м
ац

и
и

 д
л

я
 р

аб
от

ы
 н

ад
 п

р
ое

к
то

м

7.
3*

.Т
ет

р
аэ

др
, г

ек
са

эд
р

 (
к

уб
)

и
 о

к
та

эд
р

Д
ок

аз
ат

ел
ьс

тв
о 

су
щ

ес
тв

ов
ан

и
я

 т
ет

-
р

аэ
д

р
а,

 г
ек

са
эд

р
а,

 о
к

та
эд

р
а

1
3

7
.4

*.
О

к
та

эд
р

 и
 и

к
ос

аэ
др

Д
ок

аз
ат

ел
ьс

тв
о 

су
щ

ес
тв

ов
ан

и
я

 
и

к
ос

аэ
д

р
а

1

7
.5

*.
Д

од
ек

аэ
др

Д
ок

аз
ат

ел
ьс

тв
о 

су
щ

ес
тв

ов
ан

и
я

 д
о-

д
ек

аэ
д

р
а

1
1

7.
6*

.В
за

и
м

ос
вя

зь
 м

еж
ду

 в
се

м
и

 
п

ра
ви

л
ьн

ы
м

и
 м

н
ог

ог
р

ан
н

и
ка

м
и

2

К
он

тр
ол

ьн
ая

 р
аб

от
а 

№
4

1
1

К
он

тр
ол

и
р

ов
ат

ь 
и

 о
ц

ен
и

ва
ть

 с
во

ю
 р

аб
от

у
.

С
та

ви
ть
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ел

и
 н
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ед
у
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щ
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та
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ч
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П
ро

д
ол

ж
ен

и
е 

т
а

бл
.

С
од

ер
ж

ан
ие

м
ат

ер
иа

ла
 у

че
бн

ик
а

К
ол

ич
ес

тв
о

 ч
ас

ов
 в

 н
ед

ел
ю

Х
ар

ак
те

ри
ст

ик
а 

ос
но

вн
ы

х 
ви

д
ов

 у
че

бн
ой

 
д

ея
те

ль
но

ст
и 

уч
ащ

их
ся

1
2

Г
л

ав
а

8.
 К

оо
р

ди
н

ат
ы

 и
 в

ек
то

ры
 

в 
п

ро
ст

р
ан

ст
ве

10
1

1

8.
1

.Д
ек

ар
то

вы
 к

оо
р

ди
н

ат
ы

 в
 п

р
о-

ст
р

ан
ст

ве
К

оо
р

д
и

н
ат

н
ы

е 
ос

и
, 

д
ек

ар
то

ва
 с

и
с-

те
м

а 
к

оо
р

д
и

н
ат

1
1

О
бъ

я
сн

я
ть

 и
 и

л
л

ю
ст

р
и

р
ов

ат
ь 

п
он

я
ти

я
 д

е-
к

ар
то

во
й

 с
и

ст
ем

ы
 к

оо
р

д
и

н
ат

 в
 п

р
ос

тр
ан

ст
-

ве
. Ф

ор
м

у
л

и
р

ов
ат

ь 
оп

р
ед

ел
ен

и
е 

д
ек

ар
то

вы
х

 
п

р
я

м
оу

го
л

ьн
ы

х
 к

оо
р

д
и

н
ат

 т
оч

к
и

 в
 п

р
о-

ст
р

ан
ст

ве
. 

В
ы

ч
и

сл
я

ть
 р

ас
ст

оя
н

и
е 

м
еж

д
у

 
д

ву
м

я
 т

оч
к

ам
и

, 
за

д
ан

н
ы

м
и

 к
оо

р
д

и
н

ат
ам

и
. 

З
ад

ав
ат

ь 
сф

ер
у

 у
р

ав
н

ен
и

ем
. 

С
тр

ои
ть

 с
ф

ер
у

, 
за

д
ан

н
у

ю
 у

р
ав

н
ен

и
ем

. 
Р

еш
ат

ь 
за

д
ач

и
 с

 и
с-

п
ол

ьз
ов

ан
и

ем
 у

р
ав

н
ен

и
я

 с
ф

ер
ы

8.
2.

Ф
ор

м
ул

а 
р

ас
ст

оя
н

и
я

 м
еж

ду
 

дв
ум

я
 т

оч
к

ам
и

. У
р

ав
н

ен
и

е 
сф

ер
ы

Ф
ор

м
у

л
а 

р
ас

ст
оя

н
и

я
 м

еж
д

у
 д

ву
м

я
 

то
ч

к
ам

и
, 

за
д

ан
н

ы
м

и
 к

оо
р

д
и

н
ат

а-
м

и
. 

У
р

ав
н

ен
и

е 
сф

ер
ы

1
И

л
л

ю
ст

р
и

р
ов

ат
ь 

п
р

и
м

ен
ен

и
е 

ф
ор

м
у

л
: 

р
ас

-
ст

оя
н

и
я

 м
еж

д
у

 д
ву

м
я

 т
оч

к
ам

и
 и

 у
р

ав
н

ен
и

я
 

сф
ер

ы
. 

Р
еш

ат
ь 

за
д

ач
и

 н
а 

вы
ч

и
сл

ен
и

я
 и

 д
о-

к
аз

ат
ел

ьс
тв

о 
с 

и
сп

ол
ьз

ов
ан

и
ем

 и
зу

ч
ен

н
ы

х
 

ф
ор

м
у

л

8.
3.

У
ра

вн
ен

и
е 

п
л

ос
к

ос
ти

О
бщ

ее
 у

р
ав

н
ен

и
е 

п
л

ос
к

ос
ти

2
2

Р
еш

ат
ь 

за
д

ач
и

 с
 и
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ьз
ов

ан
и

ем
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р
ав

н
ен

и
я

 
п

л
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к
ос
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9
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8.
4.

У
р

ав
н

ен
и

е 
п

р
я

м
ой

 л
и

н
и

и
2

2
Р

еш
ат

ь 
за

д
ач

и
 с

 и
сп

ол
ьз

ов
ан

и
ем

 у
р

ав
н

ен
и

я
 

п
р

я
м

ой

П
р

ое
к

т 
«

К
оо

р
д

и
н

ат
н

ы
й

 м
ет

од
 р

е-
ш

ен
и

я
 з

ад
ач

»
И

ск
ат

ь,
 о

тб
и

р
ат

ь,
 а

н
ал

и
зи

р
ов

ат
ь,

 с
и

ст
ем

а-
ти

зи
р

ов
ат

ь 
и

 к
л

ас
си

ф
и

ц
и

р
ов

ат
ь 

и
н

ф
ор

м
а-

ц
и

ю
. 

И
сп

ол
ьз

ов
ат

ь 
р

аз
л

и
ч

н
ы

е 
и

ст
оч

н
и

к
и

 
и

н
ф

ор
м

ац
и

и
 д

л
я

 р
аб

от
ы

 н
ад

 п
р

ое
к

то
м

8.
5

.В
ек

то
р

ы
 в

 п
ро

ст
р

ан
ст

ве
В

ек
то

р
. 

Д
л

и
н

а 
ве

к
то

р
а.

 Р
ав

н
ы

е 
ве

к
то

р
ы

, 
к

ол
л

и
н

еа
р

н
ы

е 
ве

к
то

р
ы

, 
к

ом
п

л
ан

ар
н

ы
е 

ве
к

то
р

ы
. 

С
у

м
м

а 
ве

к
то

р
ов

, 
у

м
н

ож
ен

и
е 

ве
к

то
р

а 
н

а 
ч

и
сл

о

1
1

Ф
ор

м
у

л
и

р
ов

ат
ь 

оп
р

ед
ел

ен
и

е:
 в

ек
то

р
а 

в 
п

р
о-

ст
р

ан
ст

ве
; 

к
ол

л
и

н
еа

р
н

ы
х

 в
ек

то
р

ов
; 

су
м

м
ы

, 
р

аз
н

ос
ти

 д
ву

х
 в

ек
то

р
ов

; 
п

р
ои

зв
ед

ен
и

я
 в

ек
-

то
р

а 
н

а 
ч

и
сл

о.
 Ф

ор
м

у
л

и
р

ов
ат

ь 
св

ой
ст

ва
 л

и
-

н
ей

н
ы

х
 о

п
ер

ац
и

й
 н

ад
 в

ек
то

р
ам

и
 и

 и
л

л
ю

ст
-

р
и

р
ов

ат
ь 

и
х

, 
и

сп
ол

ьз
у

я
 и

зо
бр

аж
ен

и
я

 м
н

ог
о-

гр
ан

н
и

к
ов

. Р
еш

ат
ь 

за
д

ач
и

 с
 и

сп
ол

ьз
ов

ан
и

ем
 

ве
к

то
р

ов
, 

за
д

ан
н

ы
м

и
 к

оо
р

д
и

н
ат

ам
и

8.
6.

Т
ео

р
ем

а 
о 

ед
и

н
ст

ве
н

н
ос

ти
 

п
ре

дс
та

вл
ен

и
я

 л
ю

бо
го

 в
ек

то
р

а 
в 

п
ро

ст
р

ан
ст

ве
 ч

ер
ез

 т
р

и
 н

ек
ом

п
л

а-
н

ар
н

ы
х

 в
ек

то
р

а
Т

ео
р

ем
а 

о 
ед

и
н

ст
ве

н
н

ос
ти

 р
аз

л
ож

е-
н

и
я

 в
ек

то
р

а.
 К

оо
р

д
и

н
ат

ы
 в

ек
то

р
а.

 
А

ф
ф

и
н

н
ая

 с
и

ст
ем

а 
ве

к
то

р
ов

1
1

Ф
ор

м
у

л
и

р
ов

ат
ь 

оп
р

ед
ел

ен
и

е:
 к

ом
п

л
ан

ар
-

н
ы

х
 в

ек
то

р
ов

; 
ве

к
то

р
н

ог
о 

ба
зи

са
 н

а 
п

л
ос

к
ос

-
ти

 и
 в

 п
р

ос
тр

ан
ст

ве
; 

те
ор

ем
ы

 о
 р

аз
л

ож
ен

и
и

 
ве

к
то

р
а 

п
о 

д
ву

м
 н

ек
ол

л
и

н
еа

р
н

ы
м

 и
 т

р
ем

 н
е-

к
ом

п
л

ан
ар

н
ы

м
 в

ек
то

р
ам

.
Р

ас
к

л
ад

ы
ва

ть
 в

ек
то

р
 п

о 
н

ек
ом

п
л

ан
ар

н
ы

м
 

ве
к

то
р

ам
. 

Р
еш

ат
ь 

за
д

ач
и

 в
ек

то
р

н
ы

м
 м

ет
о-

д
ом

: 
п

ер
ев

од
и

ть
 у

сл
ов

и
е 

ге
ом

ет
р

и
ч

ес
к

ой
 з

а-
д

ач
и

 в
 в

ек
то

р
н

у
ю

 т
ер

м
и

н
ол

ог
и

ю
, в

ы
п

ол
н

я
ть

 
ал

ге
бр

аи
ч

ес
к

и
е 

оп
ер

ац
и

и
 н

ад
 в

ек
то

р
ам

и
 и

 
п

ол
у

ч
ен

н
ы

й
 в

 в
ек

то
р

н
ой

 ф
ор

м
е 

р
ез

у
л

ьт
ат

 
п

ер
ев

од
и
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 о

бр
ат

н
о 

н
а 

ге
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р

и
ч
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к

и
й

 я
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к
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П
ро

д
ол

ж
ен

и
е 

т
а

бл
.

С
од

ер
ж

ан
ие

м
ат

ер
иа

ла
 у

че
бн

ик
а

К
ол

ич
ес

тв
о

 ч
ас

ов
 в

 н
ед

ел
ю

Х
ар

ак
те

ри
ст

ик
а 

ос
но

вн
ы

х 
ви

д
ов

 у
че

бн
ой

 
д

ея
те

ль
но

ст
и 

уч
ащ

их
ся

1
2

8
.7

.С
ка

л
я

р
н

ое
 п

р
ои

зв
ед

ен
и

е 
ве

к
-

то
р

ов
.

О
п

р
ед

ел
ен

и
е 

ск
ал

я
р

н
ог

о 
п

р
ои

зв
е-

д
ен

и
я

 и
 е

го
 с

во
й

ст
ва

2
2

Ф
ор

м
у

л
и

р
ов

ат
ь 

оп
р

ед
ел

ен
и

е:
 у

гл
а 

м
еж

д
у

 
д

ву
м

я
 н

ен
у

л
ев

ы
м

и
 в

ек
то

р
ам

и
; 

ск
ал

я
р

н
ог

о 
п

р
ои

зв
ед

ен
и

я
 д

ву
х

 н
ен

у
л

ев
ы

х
 в

ек
то

р
ов

. 
Ф

ор
м

у
л

и
р

ов
ат

ь 
п

р
и

зн
ак

 п
ер

п
ен

д
и

к
у

л
я

р
-

н
ос

ти
 д

ву
х

 в
ек

то
р

ов
. 

И
сп

ол
ьз

у
я

 и
зо

бр
аж

е-
н

и
я

 к
у

ба
, 

п
р

ав
и

л
ьн

ог
о 

те
тр

аэ
д

р
а,

 п
р

я
м

о-
у

го
л

ьн
ог

о 
п

ар
ал

л
ел

еп
и

п
ед

а,
 в

ек
то

р
н

ы
м

 
м

ет
од

ом
 д

ок
аз

ы
ва

ть
 п

ар
ал

л
ел

ьн
ос

ть
 и

 п
ер

-
п

ен
д

и
к

у
л

я
р

н
ос

ть
 п

р
я

м
ы

х
 и

 п
л

ос
к

ос
те

й
, 

со
-

д
ер

ж
ащ

и
х

 р
еб

р
а,

 г
р

ан
и

 и
 с

еч
ен

и
я

 э
ти

х
 м

н
о-

го
гр

ан
н

и
к

ов
. 

С
 п

ом
ощ

ью
 с

к
ал

я
р

н
ог

о 
п

р
ои

з-
ве

д
ен

и
я

 н
ах

од
и

ть
 в

ел
и

ч
и

н
ы

 у
гл

ов
 м

еж
д

у
 

п
р

я
м

ы
м

и
 и

 п
л

ос
к

ос
тя

м
и

, 
вы

ч
и

сл
я

ть
 д

л
и

н
ы

  
от

р
ез

к
ов

, 
р

ас
ст

оя
н

и
я

 о
т 

то
ч

к
и

 д
о 

п
р

я
м

ой
 и

 
п

л
ос

к
ос

ти
, 

и
сп

ол
ьз

у
я

 м
од

ел
и

 и
 и

зо
бр

аж
е-

н
и

я
 к

у
ба

, 
п

р
ав

и
л

ьн
ог

о 
те

тр
аэ

д
р

а

П
р

ое
к

т 
«

В
ек

то
р

н
ы

й
 м

ет
од

 р
еш

е-
н

и
я

 з
ад

ач
»

И
ск

ат
ь,

 о
тб

и
р

ат
ь,

 а
н

ал
и

зи
р

ов
ат

ь,
 с

и
ст

ем
а-

ти
зи

р
ов

ат
ь 

и
 к

л
ас

си
ф

и
ц

и
р

ов
ат

ь 
и

н
ф

ор
м

а-
ц

и
ю

. 
И

сп
ол

ьз
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ат
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р
аз

л
и

ч
н

ы
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и
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н

и
к

и
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К
он

тр
ол

ьн
ая

 р
аб

от
а 

№
5

1
1

К
он

тр
ол

и
р

ов
ат

ь 
и

 о
ц

ен
и

ва
ть

 с
во

ю
 р

аб
от

у
. 

С
та

ви
ть

 ц
ел

и
 н

а 
сл

ед
у

ю
щ

и
й

 э
та

п
 о

бу
ч

ен
и

я

Г
л

ав
а

9*
. Д

ви
ж

ен
и

я
 п

р
ос

тр
ан

ст
ва

1
0

9
.1

*.
О

п
р

ед
ел

ен
и

е 
дв

и
ж

ен
и

й
 

О
п

ре
де

л
ен

и
е 

дв
и

ж
ен

и
я

 п
ро

ст
р

ан
-

ст
ва

9.
2*

.
В

р
ащ

ен
и

е 
во

к
ру

г 
ос

и
 и

 в
и

н
то

-
во
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Методические рекомендации 

...........................................................
к изучению материала

Глава 5

...........................................................
Объемы многогранников

В этой главе рассматривается одна из важнейших
тем курса геометрии — «Объемы многогранников».
И если говорить об аналогиях в курсах планиметрии
и стереометрии, то наиболее отчетливо они видны
в темах «Площади» и «Объемы». На всех этапах
школьного курса математики геометрические разде-
лы содержат эти темы. С основными свойствами
площадей и объемов, простейшими формулами для
их вычисления учащиеся познакомились уже в на-
чальной школе. Теоретическое построение главы 5,
по существу, повторяет раздел «Площади много-
угольников» в курсе «Планиметрия». Основные
свойства объемов и определения аналогичны свойст-
вам и определениям площади. Так же как и тема
«Площади многоугольников» в планиметрии, тема
«Объемы многогранников» является инструментом
для повторения. Мы можем рассматривать уже из-
вестные конструкции задач, предлагая в качестве
задания «найти объем». Подобно тому как в плани-
метрии мы рассматривали метод площадей, в стерео-
метрии мы рассматриваем метод объемов. При этом
основные идеи и модификации этих методов очень
сходны.

5.1. Что такое объем?
В этом параграфе дается определение понятия

объема и формулируется одно следствие из опреде-
ления.

Предметные результаты:
— формулировать определение объема и его

основные свойства;
— сравнивать понятия площади и объема.
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Примерное планирование изучения материала

Изучению этого параграфа следует отвести один
урок. В качестве домашнего задания можно предло-
жить учащимся повторить тему «Площади» из курса
планиметрии, а также главу 3 «Многогранники» из
курса стереометрии и решенные ранее задачи из этой
главы.

5.2. Объем прямоугольного 
параллелепипеда
Основное содержание параграфа — вывод фор-

мулы объема прямоугольного параллелепипеда:
V = аbс.

Учебный материал может быть освоен на разных
уровнях.

Предметные результаты на минимальном уровне:
— применять формулу объема прямоугольного

параллелепипеда при решении задач на вычисления
и доказателства.

Предметные результаты на более высоком уров-
не:

— воспроизводить вывод формулы объема прямо-
угольного параллелепипеда для случая, когда дли-
ны ребер — произвольные числа.

Следует обратить внимание на то, что для вывода
основной формулы предлагается несколько иная
схема, чем та, которая использовалась в курсе пла-
ниметрии при выводе формулы площади прямо-
угольника. Однако в принципе можно было бы по-
чти дословно повторить здесь старое рассуждение,
равно как и воспользоваться приведенным рассуж-
дением при выводе формулы площади прямоуголь-
ника.

Примерное планирование изучения материала

Урок 1. Вывод формулы объема прямоугольного
параллелепипеда (теорема 5.1).

Задание на дом: доказательство теоремы 5.1, за-
дачи 1, 2, 3 (после параграфа 5.3).

2153990o2.fm  Page 24  Tuesday, April 29, 2014  10:40 AM



25

Урок 2. Разбор домашнего задания, проверка уме-
ния доказывать теорему 5.1. Решение задачи 4.

Задание на дом: задачи 6, 12 (после парагра-
фа 5.3); можно также добавить несколько задач из
дополнительного списка.

5.3. Объем призмы
Содержание данного параграфа — вывод формул

для объема произвольной призмы. Основной являет-
ся формула из теоремы 5.2. Вначале нужная форму-
ла доказывается для четырехугольной призмы (па-
раллелепипеда), при этом предлагается иная схема,
чем использовавшаяся в курсе планиметрии при до-
казательстве формулы площади произвольного па-
раллелограмма. В данном случае это имеет принци-
пиальное значение, поскольку попытка воспользо-
ваться старой идеей натыкается на существенные
технические трудности. Предлагаемый же здесь спо-
соб универсален: им вполне можно пользоваться для
вывода формулы площади произвольного паралле-
лограмма.

Полученная сначала для четырехугольной приз-
мы формула без труда распространяется на тре-
угольные, а затем и на произвольные призмы. По-
лезной с точки зрения теории и практики является
простая и даже очевидная формула вычисления объ-
ема треугольной призмы через площадь боковой гра-
ни (теорема 5.3).

Предметные результаты:
— применять формулу объема призмы при ре-

шении задач на вычисления и доказательства.

Примерное планирование изучения материала

Урок 1. Разбор домашнего задания. Вывод форму-
лы для объема произвольной призмы (теорема 5.2).
Доказательство теоремы 5.3.

Задание на дом: § 5.3, задачи 5, 10.
Урок 2. Разбор домашнего задания. Решение за-

дач 7, 8, 13.
Задание на дом: задачи 9, 11, 16.
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Указания к решению задач учебника

1. Если а, b и с — ребра данного параллелепипеда,
то PQL = a2b2c2.

2. Ребра параллелепипеда, образующие с диаго-
налью углы 60° и 45°, равны 

dcos 60° =  и dсоs 45° =  соответственно.

Третье ребро равно  = .

3. Ребра данного параллелепипеда равны dsin α,

dsin β и  (так как сумма
квадратов ребер равна квадрату диагонали паралле-
лепипеда).

4. Пусть a, b и с — ребра параллелепипеда. Тогда

a2 + b2 + c2 =  = 6. Таким образом,

a = , b = , с = .
5. Основание призмы — правильный треугольник

со стороной 1. Высота призмы равна 1.
6. Расстояние между центрами соседних кубиков

равно 1. Так как длина ломаной равна 101, то коли-
чество кубиков равно 102.

7. Площади граней параллелепипеда обратно про-
порциональны высотам, проведенным к ним (так
как h1S1 = h2S2 = 3V). Значит, они относятся как
4 : 3 : 2, а их сумма равна 18.

8. Основание призмы подобно ос-
нованию пирамиды с коэффициен-

том подобия  (рис. 1), поэтому пло-

щадь основания призмы равна 

площади основания пирамиды и
равна 1. Высота призмы равна 2. Во-
обще, если расстояние от «верхне-
го» основания до вершины пирами-
ды равно х, то коэффициент подобия

равен , площадь основания приз-

d
2
---

d 2
2

-----------

d2 –  d
2
---   

2
 –  d 2

2
-----------   

2 d
2
---

d2 – d  αsin( )2 – d  βsin( )2

3 + 4 + 5
2

--------------------------

6 – 3 6 – 5 6 – 4

Рис. 1

1
3
---

1
9
---

x
3
---
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мы — 9• , ее высота — (3 – x), а объем призмы

равен x2(3 – х). Максимальное значение эта функция
принимает при х = 2.

9. Основанием данного параллелепипеда является
ромб со стороной 1 и острым углом 60°, площадь ко-

торого равна , а высота параллелепипеда равна 1.

10. Объем данного многогранника равен объему
призмы, основанием которой является равносторон-
ний треугольник АВС со стороной 1 и высота кото-
рой равна 5 (рис. 2).

11. Объем получившегося многогранника равен
объему прямоугольного параллелепипеда, одной из
граней которого является квадрат со стороной 1,

а третья сторона которого равна  = 4,5

(рис. 3).
12. Если a, b и с — ребра параллелепипеда, то

а = , b = 2 , с  =

= 3 . Отсюда а = 1, b = 2, с = 3. Соответственно
объем параллелепипеда равен 6.

13. Данный каркас состоит из 8 единичных ку-
биков, расположенных в вершинах исходного куба,
и 12 прямоугольных параллелепипедов со сторона-
ми 1, 1 и 6 (вдоль ребер исходного куба).

14. a) Данное множество состоит из 8 единичных
кубиков (в вершинах исходного куба).

x
3
---

2

3
2
-------

C1

C A

A1

B

B1

Рис. 2 Рис. 3

3 + 4 + 6 + 5
4

--------------------------------------

b2 + c2 13 a2 + c2 10 a2 + b2

5
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б) Данное множество состоит из 12 прямоуголь-
ных параллелепипедов со сторонами 1, 1 и 8 (вдоль
ребер исходного куба).

в) Данное множество состоит из 6 прямоугольных
параллелепипедов со сторонами 8, 8 и 1 (вдоль гра-
ней исходного куба).

15. Площадь основания данного параллелепипеда

равна  (удвоенная площадь правильного треуголь-

ника со стороной 1), а его высота равна высоте пра-
вильного тетраэдра со стороной 1. Нетрудно доказать,
что основание высоты правильного тетраэдра совпа-
дает с центром правильного треугольника (его основа-

ния). Таким образом, длина высоты равна .

16. Оставшуюся фигуру можно
разбить на две призмы (рис. 4).
У одной из них основание — это
правильный треугольник со сторо-

ной , а высота равна  высоты

правильного тетраэдра. У второй в
основании лежит правильный тре-

угольник со стороной , а высота

равна высоты тетраэдра.

17. Проведем плоскость, параллельную основа-
нию призмы и проходящую через ту же точку на ее
оси. Эта плоскость делит ось призмы, ее боковую по-
верхность и объем на такие же (равновеликие) час-
ти, что и исходная. (Объемы тел при противополож-
ных гранях призмы и площади на них «взаимно
уничтожаются».)

5.4. Принцип подобия
Содержание этого параграфа можно разбить на

две небольшие части: определение подобия (для мно-
гогранников) и принцип подобия (опять-таки для
многогранников). Здесь необходимо подчеркнуть,
что и то, и другое распространяется на произволь-

3
2
-------

2
3
---

Рис. 4

1
3
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2
3
---

2
3
---

2
3
---
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ные тела. Но при этом определение подобия для про-
извольных тел существенно отличается от соответ-
ствующего определения для многогранников. Ана-
логично плоскому случаю два тела называются
подобными, если между их точками можно устано-
вить взаимно-однозначное соответствие, при ко-
тором отношение расстояний между соответ-
ствующими точками постоянно. Это отношение
расстояний называется коэффициентом подобия,
причем соответствующие углы в подобных телах
равны. Здесь следует заметить, что эквивалентность
этих определений для многогранников хотя и доста-
точно очевидна, но ее доказательство требует пре-
одоления определенных технических трудностей.
Прежде всего, речь идет о доказательстве того, что
два многогранника, подобные в смысле определения
25, являются подобными и в смысле общего опреде-
ления. Можно специально не привлекать внимания
учащихся к этому обстоятельству, но сам учитель
это понимать должен.

Что же касается самого принципа подобия, то он
верен и для произвольных тел. Достаточно лишь в
формулировке, данной в учебнике, заменить слово
«многогранников» на слово «тел».

Предметные результаты:
— формулировать определение подобия много-

гранников;
— формулировать принцип подобия многогран-

ников;
— использовать принцип подобия для решения

задач. 

Примерное планирование изучения материала
По теме данного параграфа достаточно провести

один урок, на котором разобрать его содержание и
решить задачи 1 и 2.

Задание на дом: задачи 3 и 4.

Указания к решению задач учебника
1. Искомый объем равен разности объемов двух

пирамид, подобных данной, с коэффициентами по-

добия  и  соответственно.2
3
---

1
3
---
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2. Объем части данного шара, находящейся вну-

три двугранного угла, равен  части объема всего

шара, а отношение объемов любых двух шаров равно
кубу отношения их радиусов.

3. Верхняя часть — это пирамида, подобная исход-

ной с коэффициентом подобия  (ее объем равен по-

ловине объема исходной пирамиды).
4. Искомый объем равен разности объемов двух

пирамид, подобных данной. Их основания — много-
угольники, подобные основанию исходной пира-

миды с коэффициентами подобия  и  соответ-

ственно (отношение площадей подобных много-
угольников равно квадрату коэффициента подобия).

Следовательно, их объемы равны: 3•  и

3• .

5.5. Объем пирамиды

Содержание этого параграфа — вывод формулы
объема пирамиды. Следует сказать, что формула
объема пирамиды является центральной не только в
разделе «Объемы», но и во всем курсе стереометрии.
Идея, на которой основывается ее вывод, восходит к
Архимеду. Но если Архимед продолжал процесс, ко-
торый он назвал «методом исчерпывания», вписы-
вая во вновь возникающие треугольные пирамиды
треугольные призмы, и в результате представлял
объем исходной пирамиды в виде суммы бесконечно-
го ряда, то в учебнике делается лишь один первый
шаг «процедуры Архимеда», после чего на основа-
нии принципа подобия составляется уравнение для
искомой величины объема. Следует сказать, что во
времена Архимеда отсутствовал сколько-нибудь
развитый алгебраический аппарат, и поэтому он в
принципе не мог воспользоваться «методом уравне-

α

2π
-------

1
2
---3

1
3
---

2
3
---

1
3
---

3

2
3
---

3
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ний», с которым сегодня школьники знакомятся
уже в начальной школе. И еще на один момент дол-
жен обратить внимание учитель (именно учитель!).
Кажется, что предлагаемый метод позволяет обой-
тись при выводе формулы объема пирамиды без ин-
теграла. Но это не совсем так. По существу, идея ин-
тегрирования оказалась «спрятанной» в «принцип
подобия». Позже в параграфе 6.2 в учебнике пока-
зывается, как можно вывести формулу для объема
пирамиды, основываясь на «принципе Кавальери»,
и здесь идея интегрирования прячется в «принцип
Кавальери», являющийся более общим по отноше-
нию к «принципу подобия».

Предметные результаты:
— применять формулу объема пирамиды при

решении задач.
Необходимо подчеркнуть, что умения, связанные

с формулой (4) из 5.5, не ограничиваются вычисле-
нием объемов и список этих умений не заканчивает-
ся в параграфе 5.5. В дальнейшем учащимся регу-
лярно придется сталкиваться с задачами, в которых
надо использовать основную формулу для объема
пирамиды в различных ситуациях и в разных мето-
дах решения (при непосредственном вычислении,
для составления уравнений и т. д.).

Примерное планирование изучения материала

Урок 1. Доказательство теоремы 5.4. Задачи 1,
2, 6.

Задание на дом: задачи 3, 4, 5, 13.

Урок 2. Разбор домашнего задания. Начало реше-
ния задачи 8. 

Задание на дом: продолжение решения задачи 8.
Здесь следует сказать, что задачи 8, 9 и 10 очень гро-
моздки, поскольку состоят из большого числа внеш-
не однотипных, но значительно отличающихся друг
от друга по сложности заданий. Полезно предло-
жить учащимся разбиться на группы, где каждая
группа решает свои несколько пунктов указанных
задач. Результат этой работы полезно оформить в ви-
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де большой таблицы и повесить в классе. Оконча-
тельное завершение работы может быть отложено до
конца полугодия.

Урок 3. Обсуждение предварительных результа-
тов по задаче 8. Решение задачи 7.

Задание на дом: продолжить работу над зада-
чей 8, начать работу над задачами 9 и 10.

Урок 4. Обсуждение предварительных результа-
тов по задачам 8, 9 и 10. Задача 11.

Задание на дом: продолжить работу над задачами
8, 9 и 10.

Урок 5. Контрольная работа № 1.

Указания к решению задач учебника

1. Основание тетраэдра — правильный треуголь-

ник со стороной а. Его площадь равна . Высота

тетраэдра равна а .

2. Изменение в условии: вместо пирамиды
ACA1D1 — пирамида ACB1D1. Площадь основания
АВС пирамиды ABCC1 равна половине площади со-
ответствующей грани параллелепипеда, а ее высота,
опущенная из вершины C1, — равна высоте паралле-
лепипеда. Таким образом, объем пирамиды ABCC1

равен  объема параллелепипеда. Аналогично нахо-

дится объем пирамиды ABDB1, у которой в качестве
основания выбирается грань ABD. Пирамида ACB1D1

получается из параллелепипеда отрезанием четырех
пирамид ADCD1, B1D1C1C, ABCB1 и A1B1D1A, объем

каждой из которых равен  (основание — половина

соответствующей грани параллелепипеда, а высота
равна высоте параллелепипеда). Многогранник, вер-
шинами которого являются центры граней данного
параллелепипеда, состоит  из двух  равных четырех-

a2 3
4

--------------

2
3
---

1
6
---

V
6
----
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угольных пирамид с общим
основанием (рис. 5). Пло-
щадь основания равна поло-
вине площади соответствую-
щей грани параллелепи-
педа, а высота — полови-
не высоты параллелепипеда.
Таким образом, объем каж-

дой пирамиды равен .

3. Рассмотрев в качестве основания пирамиды
одну из ее боковых граней (например, со сторонами
а и b), мы получим: основание пирамиды — прямо-
угольный треугольник со сторонами а и b, высо-
та — с.

4. Объем данной пирамиды равен 4 (см. задачу 3).
Найти площадь основания пирамиды можно, найдя
по теореме Пифагора его стороны. Но лучше вос-
пользоваться результатом задачи 20 (п. 2) из пара-
графа 1.7 учебника (для треугольной пирамиды с по-
парно перпендикулярными боковыми ребрами квад-
рат площади основания равен сумме квадратов пло-
щадей боковых граней). Зная площадь основания и
объем пирамиды, можно найти ее высоту.

5. Площадь основания данной пирамиды (пра-

вильного шестиугольника со стороной 1) равна 

(он состоит из 6 правильных треугольников со сторо-

ной 1). Высота пирамиды равна  (основание высо-
ты — центр шестиугольника).

6. Возьмем в качестве основания данной пирами-

ды треугольник со сторонами 2, 2 и . Его площадь

равна . Так как боковые ребра пирамиды равны,

то основание высоты совпадает с центром окружнос-
ти, описанной около основания. Радиус этой окруж-

ности равен 2 . Таким образом, высота пирамиды

равна 2 .

A

A1
B1

C1
D1

B

C
D

Рис. 5V
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2
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7. Зафиксируем один из отрезков, а второй будем
перемещать. Докажем, что объемы всевозможных
тетраэдров с вершинами в концах данных отрезков
равны. Площадь треугольника, две вершины кото-
рого — концы перемещающегося по данной прямой
отрезка, а третья фиксирована, постоянна (длина ос-
нования и высота — расстояния от заданной точки
до заданной прямой — не меняются). Расстояние от
четвертой вершины тетраэдра до плоскости этого
треугольника постоянно (и плоскость, и точка —
фиксированные). Таким образом, объемы всех воз-
можных таких тетраэдров равны. То же самое будет,
если мы будем перемещать другой отрезок, т. е. объ-
емы всех таких тетраэдров равны.

8. Запишем сначала некоторые соотношения меж-
ду величинами, указанными в условии. Рассмотрим
случай треугольной пирамиды (пункт а). Обозначим
через А, S и Q соответственно одну из вершин осно-
вания пирамиды, ее вершину и центр основания.

1. Из прямоугольного треугольника ASQ полу-
чаем:

h2 = b2 – .  (1)

2. Пусть прямая SQ вторично пересекает описан-
ную около пирамиды сферу в точке Р. В прямоуголь-
ном треугольнике ASP гипотенуза SP равна 2R, ка-
тет AS равен b, а его проекция на гипотенузу равна
h. Отсюда получаем соотношение:

b2 = 2Rh.  (2)
3. Площадь боковой грани нетрудно выразить че-

рез а и b. Имеем: 

Q = . (3)

4. Если ϕ — двугранный угол при основании

пирамиды, то tg ϕ =  = , tg  = . Ис-

пользуя формулу тангенса двойного угла, получим: 

h = . (4)

a2

3
------

a
4
--- 4b2 – a2

h

a
3

6
-------

-----------

2h 3
a

---------------

ϕ

2
---

2r 3
a

--------------

2ra2

a2 – 12r2
---------------------------
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Теперь выразим объем через всевозможные пары
(кроме указанных в условии):

1. V =  = a2 .

2. V = a2h .

3. Заменим в формуле (1) b2 по формуле (2). Полу-
чим квадратное уравнение относительно h. Найдем
h через а и R и подставим в формулу п. 2. Получим

V = a2 R ± .

4. Заменяя в формуле п. 2 h по формуле (4), полу-

чим V = .

5. Выразим из формулы (3) b и подставим в фор-

мулу п. 1. Получим V = .

6. Выразим по формуле (1) a2 и подставим в фор-

мулу п. 2. Получим V = h(b2 – h2).

7. Выразим h из формулы (2) и подставим в преды-

дущую формулу (п. 6). Получим V = .

8. Возведя в квадрат формулу (3), получим урав-
нение, из которого найдем a2 (два значения). Под-
ставив найденные значения в формулу п. 1, получим

V = (b2 ± )  (берутся ли-

бо верхние, либо нижние знаки). Задача имеет реше-
ние при условии 2Q � b2. Задача имеет два решения,

если 2Q < b2 < Q.

9. Заменяя  b2 в формуле п. 6 по формуле (2), полу-

чим V = h2(2R – h).

10. Из формулы (4) найдем a2 и подставим в фор-

мулу п. 2. Получим V = .

1
3
---

a2 3
4

-------------- b2 – a
2

3
------

1
12
------- 3b2 – a2

1
12
------- 3

3
12
------- R2 – a

2

3
------

a4r 3
6 a2 – 12r2( )
-----------------------------------

a
24
------- 48Q2 – a4

3
4
-------

3b4 4R2 – b2( )

32R3
--------------------------------------------

1
6
--- b4 – 4Q2 b2 å 2 b4 – 4Q2

4

3
-------

3
4
-------

r2h2 3
h – 2r
--------------------
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11. Заменим в формуле (3) b2, выразив эту величи-
ну из формулы (1). После возведения в квадрат полу-
чим биквадратное относительно а уравнение.

Найдем a2 и подставим в формулу п. 2. Получим

V = h(  – 3h2).

12. Из формул (1) и (2) получим 6Rh = 3h2 + a2.
Найдем отсюда a2 и подставим в формулу (4). После
преобразований относительно h получим квадратное
уравнение: h2 – 2h(R + r) + 4r(R + r) = 0. Из этого
уравнения получим h2 = 2(R + r)(h – 2r). Заменим h2

в числителе формулы п. 10. Получим 

V = 2 (R + r)r2.

Для случая б) точно такими же методами, как
и в предыдущем случае, получим следующие соотно-
шения:

h2 = b2 – , (1)

b2 = 2Rh, (2)

Q = , (3)

h = . (4)

Как видим, только две формулы — (1) и (3) — от-
личаются от соответствующих формул предыдущего
случая.

Найдем объем через соответствующие пары дан-
ных величин.

1. V = .

2. V = a2h.

3. V = h(b2 – h2).

4. V = R ± .

3
6
------- 9h4 + 12Q2

3

a2

2
------

a
4
--- 4b2 – a2

2ra2

a2 – 4r2
-----------------------

a2 2
6

-------------- 2b2 – a2

1
3
---

2
3
---

a2

3
------ R2 – a

2

2
------
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5. V = (4R2 – b2).

6. V = h2(2R – h).

7. V = .

8. V = .

9. Сначала из равенства (3) выразим a2 и под-
ставим в равенство (1). При этом один из корней
отпадет. Найдем h, а затем получим 

V = (b2 – ) .

10. Из равенств (1) и (3) выразим a2 через h и Q.

Получим V = h(  – h2).

11. Из (4) выразим a2. Получим V = .

12. Используя соотношения (1), (2) и (4), по-
лучим для h квадратное уравнение h2 – 2(R + r)h +
+ 4Rr + 2r2 = 0. Найдем из этого уравнения h и
подставим в предыдущую формулу для объема.
После преобразований получим 

V = r2(3R + r ± ).

9. Рассмотрим правильную треугольную пирами-
ду с указанными в условии параметрами.

1. Имеем:

a = 2b sin . (1)

Выразим из этого равенства b и подставим в фор-
мулу для объема (см. задачу 8, случай а), п. 1). Полу-

чим V = .

2. Заменив в предыдущей формуле для объема а
через b по формуле (1), получим 

V =  sin2 .

b4

12R3
--------------

2
3
---

2a4r
3 a2 – 4r2( )
--------------------------------

a
6
--- 16Q2 – a4

2
3
--- b4 – 4Q2 b4 – 4Q24

2
3
--- h4 + 4Q2

4h2r2

3 h – 2r( )
--------------------------

4
3
--- R2 – 2Rr – r2

α

2
---

a3

24  
α

2
---sin

---------------------- 1 + 2  αcos

b3

3
------

α

2
--- 1 + 2  αcos
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3. В равенстве h2 = b2 –  заменим а по форму-

ле (1). После несложных преобразований получим

b2 = h2 . Учитывая результат предыдущего

пункта, получим V= .

4. В равенстве b2 = 2Rh заменим b (см. предыду-

щий пункт). Получим h = (1 + 2 cos α)R. Теперь по

формуле из предыдущего пункта получим 

V = (1 + 2cos α)2 sin2 .

5. При выводе формулы объема через r и α вос-
пользуемся теоремой 5.6 из следующего параграфа

об объеме описанного многогранника V = rS, где

r — радиус вписанного шара, а S — площадь полной

поверхности многогранника . Выразим сначала пол-

ную поверхность пирамиды через b и α. Тогда нетруд-

но получить равенство S = b2 sin α + sin2 .

Приравнивая два выражения для объема: получен-
ное в п. 2 и по формуле теоремы 5.6, найдем

b = r. Подставляя это значение b

в формулу п. 2, получим V = . 

З а м е ч а н и е.  Можно обойтись без использо-
вания формулы из следующего параграфа, чтобы
выразить b через r и α. Для этого выразим последова-
тельно через b и α высоту боковой грани (так назы-

a2

3
------

3
1 + 2  αcos
------------------------------

h3 3 α

2
---sin2

1 + 2  αcos
-------------------------------

2
3
---

8R3 3
27

-------------------

α

2
---

1
3
---

3
2
--- 3 α

2
---

2 3   
α

2
---  – 

π

6
---  cos

 
α

2
---sin 1 + 2  αcos

--------------------------------------------------

8r3 3   
α

2
---  – 

π

6
---  cos3

 
α

2
---sin 1 + 2  αcos

--------------------------------------------------
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ваемую апофему) p = bcos , сторону основания, ра-

диус окружности ρ = sin , вписанной в основа-

ние, и h. В прямоугольном треугольнике с гипо-
тенузой р и катетами ρ и h биссектриса, проведенная
к катету h, делит его на отрезки r и h – r. Из уравне-

ния  =  найдем нужное представление b через r

и α.
6. Имеем 2Q = b2sin α. Находим b и подставляем

в формулу п. 2. Получим 

V = Q3/2 tg .

7. h = tg β. Значит, V = tg β.

8. bcos β = . Находим а и подставляем в преды-

дущую формулу. Получим V = b3 cos2β sin β.

9. h = bsin β. Выражаем b и подставляем в форму-
лу из предыдущего пункта. Получим 

V = h3 ctg2β.

10. Имеем b = 2Rsin β. Затем воспользуемся фор-

мулой п. 8. Получим V = R3 sin22β sin2β.

11. Имеем a = bcos β. Полная поверхность

S =  + 3 . Заменяя а и преобразуя

формулу, получим 

S = b2cos β(cos β + ). 

Приравнивая два выражения для объема: полу-
ченное в п. 2 и по формуле теоремы 5.6 (так же, как
мы поступали в пункте 5), найдем 

b = r. 

α

2
---

b

3
-------

α

2
---

p
ρ
---

h – r
r

-------------

1
3
---

α

2
---

2 1 + 2  αcos( )

 αsin
---------------------------------------

a

3
-------

a3

12
-------

a

3
-------

1
4
--- 3

1
4
--- 3

1
2
--- 3

3

a2 3
4

--------------

a
2
--- b2 – a

2

4
------

3 3
4

----------- 1 + 3 βsin2

1 + 1 + 4tg2β

 βsin
-------------------------------------------
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Подставив найденное выражение в формулу п. 2,

получим V = r3  ctg2β (1 + )3.

12. Имеем a = b cos β, Q = a . Выразим

Q через b. Получим Q = b2 . Из этого

равенства найдем b и подставим в формулу п. 8. По-

лучим V = .

13. h =  tg γ, V =  tg γ.

14. b =  = a . Следовательно,

a = b . Подставляя в предыдущую формулу,

получим V = tg γ.

15. V = h3 ctg2 γ.

16. Имеем b2 = 2Rh. Кроме того, h = tg γ

(см. п. 13) и а =  (п. 14). Из последних

двух равенств выразим h через b: 

h =  =  

и подставим в первое равенство. Получим 

b = . 

По формуле п. 14 найдем V = .

17. Имеем: 

h = r ctg tg γ = r  = r . 

3
4
------- 1 + 4tg2β

3 1
2
--- b2 – 

a2

4
------

3
4
------- 4 – 3  βcos

2Q3 2/ ctg β

3 4 + ctg2β( )34
-------------------------------------------

a

2 3
-----------

a3

24
-------

h2 + 
a2

3
------

tg2γ

12
-----------  + 

1
3
---

2 3

tg2γ  + 4
---------------------------

b3 3
tg2γ + 4( )3 2/
-----------------------------------

3
a

2 3
-----------

2 3

tg2γ + 4
---------------------------

btg γ

tg2γ + 4
---------------------------

b

1 + 4ctg2γ
----------------------------------

2R

1 + 4ctg2γ
----------------------------------

8R3 3ctg2γ

1 + 4ctg2γ( )3
-------------------------------------

γ

2
---

1 +  γcos
 γsin

-------------------------

 γsin
 γcos

--------------

1 +  γcos
 γcos

-------------------------
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Заменяя h в формуле п. 15, получаем       

V = r3 .

18. Пусть сторона основания равна а. Поскольку
площадь проекции боковой грани на основание рав-
на трети площади основания, получаем равенство

Q cos γ = a2 . Из этого равенства выразим а и под-

ставим в формулу п. 13. После преобразований полу-

чаем V = sin γ .

19. Проведем сечение через сторону основания
перпендикулярно противоположному боковому реб-
ру. В сечении будет равнобедренный треугольник
с углом ϕ против основания. Высота, проведенная

к основанию, будет равна d = ctg . С другой сторо-

ны, d = а sin β. Таким образом, sin β = ctg .

Значит, cos β =  = .

Заменяя в формуле п. 7 тригонометрические функции
от угла β их выражениями через угол ϕ, получим:

 V = .

20. Cм. п. 19 и 8, V = .

21. См. п. 19 и 9, V = .

22. Cм. п. 19 и 10, V = .

3 1 +  γcos( )3

 γ γsin 2cos
---------------------------------

3
12
-------

Q3 2/

34
------------  γcos

a
2
---

ϕ

2
---

3
2
-------

1

3
-------

ϕ

2
---

1 – 
1
3
---ctg2ϕ

2
---

1
3
--- 1 – 2  ϕcos( )

a3  
ϕ

2
---cos

12 1 – 2  ϕcos
------------------------------------------

b3 1 – 2  ϕcos( )  
ϕ

2
---cos

12 ϕ

2
---sin3

---------------------------------------------------------

h3 3 1 – 2  ϕcos( )

4 ϕ

2
---cos2

--------------------------------------------------

2R3 3 ϕ

2
---cos4 1 – 2  ϕcos( )

27 ϕ

2
---sin6

-----------------------------------------------------------------------
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23. См. п. 19 и 11, V = .

24. См. п. 19 и 12, V = Q3/2cos .

10. Рассмотрим правильную четырехугольную
пирамиду.

1. Имеем:

а = 2b sin . (1)

Выразим из этого равенства b и подставим в фор-
мулу для объема (см. задачу 8, случай б), п. 1). Полу-

чим V = .

2. Заменив в предыдущей формуле для объема а
через b по формуле (1), получим 

V = b3 sin2 .

3. В равенстве h2 = b2 –  заменим а по форму-

ле (1). После преобразований получим b2 = h2 .

Учитывая результат предыдущего пункта, получим

 V = h3 .

4. В равенстве b2 = 2Rh заменим b (см. п. 3). Полу-
чим h = 2R cos α. Теперь по формуле предыдущего
пункта получим 

V = R3cos2α sin2 .

5. Рассмотрим сечение плоскостью, проходящей
через вершину пирамиды и середины двух противо-
положных сторон основания. Радиус окружности,
вписанной в это сечение, равен r. Указанное сечение
является равнобедренным треугольником  с боковы-

ми сторонами bcos  и основанием 2bsin . Пери-

r3 3 1 – 2  ϕcos  + 3( )
3

4 1 – 2  ϕcos ϕ

2
---cos2

------------------------------------------------------------------------

2
3
---

ϕ

2
--- 1 – 2  ϕcos4

α

2
---

a3  αcos

6  
α

2
---sin

--------------------------

4
3
---

α

2
---  αcos

a2

2
------

1
 αcos

---------------

4
3
---

α

2
---sin2

 αcos
----------------

32
3
-------

α

2
---

α

2
---

α

2
---
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метр этого сечения равен 2b cos  + sin  =

= 2b cos  – . Высота, проведенная к основа-

нию, равна b . Выражая площадь треугольни-
ка двумя способами и приравнивая эти выражения,

получим br cos  –  = b2  sin . Выра-

зим из этого равенства b и подставим в формулу п. 2.

Получим V = r3 .

6. Имеем 2Q = b2sin α. Находим b и подставим в

формулу п. 2. Получим V = Q3/2tg .

7. h = tg β. Следовательно, V = tg β.

8. b cos β = . Находим а и подставим в формулу

из п. 7. Получим V = b3 cos2β sin β.

9. h3 ctg2β.

10. Имеем b = 2Rsin β. Затем воспользуемся фор-

мулой пункта 8. Получим V = R3sin22β sin2β.

11. Имеем a = bcos β. Рассмотрим сечение плос-
костью, проходящей через вершину пирамиды и се-
редины двух противоположных сторон основания.
Радиус окружности, вписанной в это сечение, равен
r. Указанное сечение является равнобедренным тре-

угольником с боковыми сторонами  =

= b  и основанием a = bcos β. Его высо-

α

2
---

α

2
---

2 α

2
---

π

4
---

 αcos

2 α

2
---

π

4
---  αcos α

2
---

8 2
3

-----------

  
α

2
---  – 

π

4
---  cos3

 
α

2
---sin   αcos

---------------------------------

4 2
3

-----------

α

2
--- ctg α

a

2
-------

a3 2
6

--------------

a

2
-------

2
3
---

2
3
---

4
3
---

2

b2 – 1
4
---a2

1 – 1
2
--- βcos2 2
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та bsin β, а периметр равен b 2 +

+ cos β . Получим равенство (см., например, п. 5)

br 2  + cos β  = b2cos β sin β. Отсю-

да b = r =  (1 + ).

Подставляя найденное выражение в формулу п. 8,

получим V = r3ctg2β (1 + )3.

12. Имеем а = bcos β. Кроме того, высота

боковой грани (см. п. 11) равна b . Полу-

чим равенство: 

2Q = b2cos β  = b2cos β . 

Находим из последнего равенства b и подставим
в формулу п. 8. Получим: 

V = Q3/2• .

13. h = atg γ; V = a3tg γ.

14. b2 = h2 + a2 = a2(tg2γ + 2). Выразим из этого

равенства а и подставим в формулу предыдущего

пункта. Получим V = .

15. V = h3ctg2γ.

16. Имеем b2 = 2Rh. Кроме того, h = tg γ

(см. п. 13) и a = b  (п. 14). Из последних

двух равенств выразим h через b: h =  =

1 – 1
2
--- βcos2

2

1 – 1
2
--- βcos2 2 2

2 – βcos2  +  βcos
 β  βsincos

-----------------------------------------------------

r
 βsin

-------------- 2tg2β + 1

2
3
--- 2tg2β + 1

2

1 – 1
2
--- βcos2

2 1 – 1
2
--- βcos2 2 – βcos2

4 2
3

-----------

ctg β

2 + ctg2β( )3
---------------------------------------

1
2
---

1
6
---

1
2
---

1
4
---

4b3tg γ

3 tg2γ + 2( )3
---------------------------------------

4
3
---

a
2
---

2

tg2γ + 2
---------------------------

btg γ

tg2γ + 2
---------------------------
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=  и подставим в первое равенство.

Получим b = . По формуле п. 14 найдем

V = .

17. Имеем: h = r ctg tg γ = r  =

= r . Заменяя h в формуле п. 15, получим

V =  r3 .

18. Пусть сторона основания равна а. Поскольку
площадь проекции боковой грани на основание рав-
на четверти площади основания, получим равенство

Qcos γ = а2. Из этого равенства выразим а и подста-

вим в формулу п. 13. После преобразований получим

V = sin γ .

19. ctg  = sin β (1), cos β =  =

=  (2). Заменяя тригонометрические

функции угла β в формуле п. 7, получим 

V = .

20. Из формулы п. 8 на основании равенств (1)

и (2) п. 19 получаем V = – .

21. Из формулы п. 9 на основании равенств (1)

и (2) п. 19 получаем V = – .

b

1 + 2ctg2γ
----------------------------------

2R

1 + 2ctg2γ
----------------------------------

32R3ctg2γ

3 1 + 2ctg2γ( )3
-----------------------------------------

γ

2
---

1 +  γcos
 γsin

-------------------------

 γsin
 γcos

--------------

1 +  γcos
 γcos

-------------------------

4
3
---

1 +  γcos( )3

 γ γsin2cos
---------------------------------

1
4
---

4Q3 2/

3
----------------  γcos

ϕ

2
--- 1 – ctg2ϕ

2
---

1

 
ϕ

2
---sin

--------------- –  ϕcos

a3 2  
ϕ

2
---cos

2 –  ϕcos
------------------------------

2b3  ϕcos  
ϕ

2
---cos

3 ϕ

2
---sin3

-----------------------------------------

2h3  ϕcos

3 ϕ

2
---cos2

--------------------------
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22. Из формулы п. 10 на основании равенств (1)

и (2) п. 19 получаем V = – .

23. Из формулы п. 11 на основании равенств (1)
и (2) п. 19 получаем 

tg β = ,   V = r3 .

24. Из формулы п. 12 на основании равенств (1)

и (2) п. 19 получаем V = Q3/2cos .

11. Объем пирамиды АСВ1D1 равен  (см. реше-

ние задачи 2). Каждая грань пирамиды A1C1BD пе-
ресекает ее ребра в серединах и отсекает от нее пира-
миду, подобную АСВ1D1, с коэффициентом подобия

 (рис. 6) и объемом, равным  объема пирамиды

ACB1D1.

12. а) Плоскость, проходящая через диагонали
трех соседних граней куба (рис. 7), перпендикуляр-
на соответствующей диагонали куба и делит ее в от-
ношении 1 : 2. Она отсекает от куба тетраэдр, объем

которого равен  части объема куба (см. решение за-

дачи 2). 

16R3 ϕ

2
---   ϕcoscos4

3 ϕ

2
---sin6

-------------------------------------------------

 
ϕ

2
---cos

–  ϕcos
-----------------------

2
3
---

1 + –  ϕcos( )
3

ϕ

2
---cos2 –  ϕcos

------------------------------------------

4
3
---

ϕ

2
--- –  ϕcos4

1
3
---

1
2
---

A B

C

C1

D

D1

A1 B1

Рис. 7Рис. 6

1
8
---

1
6
---
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б) Данная плоскость отсека-
ет от куба пирамиду, подобную
пирамиде из пункта а), с коэф-

фициентом подобия  :  = .

Таким образом, ее объем равен

 объема большей пирамиды или  объема куба.

13. Возьмем на отрезке KМ точку P такую, что
KР = 2. Таким образом, многогранник ABCDKM
можно разбить на две части: призму ABСKP и пира-
миду ВСРМ (рис. 8). Объем призмы равен 3 (по тео-

реме 5.3). Объем пирамиды BCPM равен  объема

призмы с основанием ВСР и боковыми ребрами,
параллельными PM (ee объем находится анало-
гично).

14. Из формулы объема тетраэдра следует, что
площади его граней обратно пропорциональны высо-
там. Таким образом, площади граней относятся как
1 : 2 : 3 : 6, а этого не может быть, так как площадь
любой грани тетраэдра больше суммы площадей ос-
тальных его граней.

15. Найдем объем многогранника, который отсе-
кает от пирамиды одна из плоскостей. Он состоит из
пирамиды, подобной пирамиде ABCD с коэффици-

ентом подобия , и призмы, основание которой по-

добно основанию пирамиды с коэффициентом  и

высота которой равна  высоты пирамиды  (рис. 9).

Объем этого многогранника

равен  объем пирамиды —

, объем призмы — S• h =

= • Sh = . Такой же много-

гранник отсекает от пирамиды и
вторая плоскость.

K

D
A B

MP

C

Рис. 8

1
4
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1
3
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3
4
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27
64
-------

9
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----------
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3
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1
3
---

1
3
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2
3
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A

C

B
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Рис. 9

7
27
-------

1
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Контрольная работа № 1

Вариант 1

1. Найдите объем прямоугольного параллелепипе-
да, диагональ которого равна 1 и образует с дву-
мя из его ребер углы в 60°.

2. Основаниями призмы являются правильные
шестиугольники. Площадь одной из боковых
граней равна S, а расстояние до этой грани от
центра одного из оснований равно q. Найдите
объем призмы.

3. Боковое ребро правильной треугольной пирами-
ды равно 10, а площадь боковой грани равна 30.
Найдите объем этой пирамиды.

4. Радиус шара, вписанного в правильную четы-
рехугольную пирамиду, равен 1, а двугранный
угол между соседними боковыми гранями равен
120°. Найдите объем этой пирамиды.

5. Боковые ребра треугольной пирамиды попарно
перпендикулярны. Два из них равны 1 и 2,
а площадь основания равна 4. Найдите объем
этой пирамиды.

6. Плоскость, перпендикулярная диагонали куба,
делит его объем в отношении 77 : 4. В каком отно-
шении эта плоскость делит указанную диаго-
наль?

Вариант 2
1. Найдите объем прямоугольного параллелепипе-

да, диагональ которого равна 1 и образует с дву-
мя из его ребер углы в 60° и 45°.

2. Основаниями призмы являются правильные
восьмиугольники. Площадь одной из боковых
граней равна S, а расстояние до этой грани от
центра одного из оснований равно m. Найдите
объем призмы.

3. Боковая сторона правильной треугольной пира-
миды равна 5, а площадь боковой грани равна
10. Найдите объем этой пирамиды.
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4. Двугранный угол между соседними боковыми
гранями правильной четырехугольной пирами-

ды равен 120°. Ее объем равен . Найдите радиус

шара, вписанного в эту пирамиду.
5. Боковые ребра треугольной пирамиды попарно

перпендикулярны. Площади двух боковых гра-
ней равны 3 и 2, а площадь основания равна 7.
Найдите объем этой пирамиды.

6. Плоскость, перпендикулярная диагонали куба,
делит его объем в отношении 19 : 9. В каком от-
ношении эта плоскость делит указанную диаго-
наль?

Ответы и указания для учителя  

Вариант 1. 1. . 2. 3Sq. 3. Если ϕ — плоский

угол при вершине, то sin ϕ =  < . Из этого следу-

ет, что ϕ — острый угол, поскольку в противном слу-

чае он будет больше 120°. Ответ: . 4. Если у

правильной четырехугольной пирамиды двугран-
ный угол при боковом ребре равен 120°, то ее высота
равна половине стороны основания, а двугранные
углы при основании равны 45°. Это утверждение
можно получить различными путями. Например,
можно обойтись без всяких вычислений, рассмотрев
пирамиду с вершиной в центре куба и основанием —

гранью куба. Ответ: (7 + 5 ). 5. . Восполь-

зуйтесь тем, что в данной пирамиде сумма квадратов
площадей боковых граней равна квадрату площади
основания (см. задачу 20 из параграфа 1.7). 6. Дока-
жите, что эта плоскость пересекает три ребра, выхо-
дящие из одного конца диагонали. В противном слу-

чае меньшая часть имела бы объем больше, чем  от

объема куба. Ответ: 7 : 2. 
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Вариант 2. 1. . 2. 4Sq. 3. . 4. – 1.

5. 2 .  6. 3 : 1.

5.6. Вычисление объемов 
многогранников
Этот параграф наиболее насыщен теоремами, по-

лезными для практики. Теорема 5.5 об отношении
объемов треугольных пирамид, все вершины кото-
рых расположены на трех пересекающихся прямых,
обобщает известный планиметрический факт об от-
ношении площадей треугольников с вершинами на
двух прямых. Доказательство этой теоремы так-
же использует указанный планиметрический факт.
Можно предложить и несколько иное, чем в учебни-
ке, рассуждение (которое может быть использовано
и в планиметрии). Проверим сначала справедли-
вость утверждения теоремы 5.5 для случая, когда у
рассматриваемых пирамид совпадают все вершины,
кроме одной. Рассмотрим две пирамиды АВСD и
А1ВСD (рис. 10), где точка A1 лежит на прямой DА.
Нетрудно убедиться, что отношение объемов таких
пирамид равно отношению ребер DА : DА1. Затем
рассмотрим две пирамиды А1ВСD и А1B1СD, где точ-
ка B1 расположена на прямой DВ. Отношение объ-
емов этих пирамид вновь равно отношению ребер
DВ и DВ1. И наконец, рассмотрим пару пирамид
A1В1СD и А1B1С1D, у которых вершины С, С1 и D ле-

жат на одной прямой. Отноше-
ние их объемов равно отношению
DС и DC1. Теперь нетрудно полу-
чить, что отношение объемов пи-
рамид АВСD и A1В1C1D равно

произведению • • .

Именно в этом и состоит утверж-
дение теоремы 5.5 (с точностью
до обозначений).
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Часто используется на практике и теорема 5.6 об
объеме описанного многогранника. Особенно удобна
она для нахождения радиуса шара, вписанного в пи-
рамиду, не являющуюся правильной.

Две другие теоремы (5.7 и 5.8) менее традицион-
ны для курса стереометрии. В теореме 5.7 выводится
формула для вычисления объема треугольной пира-
миды через длину ребра, площади содержащих его
граней и синус двугранного угла между ними. Эта
теорема дает способ нахождения двугранного угла
пирамиды, который нередко используется на прак-
тике. Надо только не забывать, что по синусу мы на-
ходим два угла: острый и тупой, поэтому нужны до-
полнительные исследования для получения пра-
вильного ответа. 

Предметные результаты:
— решать простейшие задачи на вычисление

объемов многогранников.
Содержательные задачи на эту тему приводятся

в следующем параграфе.

Примерное планирование изучения материала

Урок 1. Теорема 5.5. Решение задач 5, 7.
Задание на дом: задачи 6, 11.
Урок 2. Разбор домашнего задания. Теорема 5.6,

задача 8.
Задание на дом: задачи 1, 2, 14.
Урок 3. Разбор домашнего задания. Теоремы 5.7

и 5.8.
Задание на дом: задачи 3, 4, 9, 13.
Урок 4. Разбор домашнего задания. Решение за-

дач 10 и 15.
Задание на дом: задачи 16 и 17 и из дополнитель-

ного списка.

Указания к решению задач учебника

1. Если a, b и с — длины боковых ребер, то

SPQ a2b2c2, а объем пирамиды равен abc.

2. Задача решается по формуле из теоремы 5.8.

1
8
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1
6
---
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3. Надо найти площади граней
ABC и ABD и воспользоваться фор-
мулой из теоремы 5.7.

4. Две грани данной пирамиды
— равносторонние треугольники
со стороной 1. Двугранный угол
между ними равен удвоенному
двугранному углу в правильном
тетраэдре (рис. 11). По теореме 5.7

можно найти ее объем. Eсли α —

двугранный угол в правильном

тетраэдре, то cos α =  и sin α = .

5. Покажем, как найти объем пирамиды KLMG,
зная объемы пирамид KLMC и KLMP. Если расстоя-
ния от Р и С до плоскости KLM равны соответствен-
но х и у, то расстояние от G до этой же плоскости бу-

дет равно х + у. Таким образом, объем указанной

пирамиды равен VKLMP + VKLMC = .

6. По теореме 5.5

 = • •  = • •  = , 

откуда VDKLM = .

7. Ребра пирамиды с вершинами в точках пересе-
чения медиан граней исходной пирамиды парал-

лельны ребрам исходной пирамиды и равны  соот-

ветствующих ребер (нужно рассмотреть сечение,
проходящее через медианы двух соседних граней,
выходящие из одной вершины).

8. Достаточно найти объем пирамиды и площа-
ди всех ее граней, после чего воспользоваться теоре-
мой 5.6.

9. Объем тетраэдра, построенного на указанных в

условии задачи диагоналях, равен V =  площадь

O

Рис. 11
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основания , высота 1 . По теореме 5.8 VMNPQ : V =

= , где d — длина диагонали грани куба.

10. Нужно записать формулу (7) из теоремы 5.8
для пирамид ABCD и MNPQ (противоположные реб-
ра АВ и CD и MN и PQ соответственно).

11. Площадь треугольника DKL в шесть раз мень-
ше площади треугольника DCB, а расстояние от точ-

ки М до плоскости DCB равно  расстояния от А до

той же плоскости.
12. Для нахождения объема последней пирамиды

воспользуйтесь равенством 

VKLMN = |VNKLB + VNMLB – VKNMB – VKLMB| = V.

13. Пусть АВС — правильный треугольник, впи-
санный в одно из оснований цилиндра, а A1B1C1 —
правильный треугольник, вписанный в другое осно-
вание, причем AA1, BB1 и CC1 проходят через центр
цилиндра. Указанные треугольники расположены
относительно друг друга так, как сказано в условии.
Объем многогранника равен удвоенному объему че-
тырехугольной пирамиды ACA1C1B (ACA1C1 — ос-
нование). Объем же этой пирамиды равен удвоенно-
му объему пирамиды АВСА1. Искомый объем равен

a2h .

14. Согласно теореме 1.19 (о площади проекции),
площадь основания пирамиды равна 6•cos 60° = 3.
Таким образом, по теореме 5.6 ее объем равен 3r.
Радиус окружности, вписанной в основание, равен

r . Он может быть сколь угодно малым, и он не
больше радиуса окружности, вписанной в правиль-
ный треугольник площади 3. Таким образом, задача

имеет решение, если 0 < r � .
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15. Если а > с, то этот много-
гранник можно разбить на
призму и четырехугольную пи-
рамиду (рис. 12). Объем приз-
мы (по теореме 5.3) равен

cb•h (боковая грань — пря-

моугольник со сторонами с и b, h — расстояние от
противоположного ребра до этой  грани). Объем пи-

рамиды равен (a – c)b•h (основание —

прямоугольник со сторонами а – с и b, высота — h).
Если а < с, то объем вычисляется так же, как в зада-

че 13 (из параграфа 5.5) и равен аb•h + (с – а)b•h

(ответ в обоих случаях одинаковый).
16. Пусть отрезок MN па-

раллелен стороне АВ (тогда он
параллелен и DE). Многогран-
ник ABCDEFMN состоит из
призмы ABDEMN и двух пи-
рамид (рис. 13). Объем призмы

равен a2h  (ABDE — пря-

моугольник, AE = BD = ).
Объемы пирамид одинаковы и

равны a2h  основания — треугольники EFA и

BCD площади , высота — h .

17. См. решение задачи 12, последний пункт.

5.7*. Использование свойств объема 
при решении задач
Этот параграф рассчитан на классы с хорошей ма-

тематической подготовкой. В них следует внима-
тельно изучить задачи, разобранные в парагра-
фе 5.7, и прорешать (разобрать) большую часть
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задач в конце этого параграфа. Решения трудных за-
дач (т) учитель должен предварительно разобрать
сам (например, по этому пособию).

Предметные результаты:
— решать трудные задачи с использованием фор-

мул объемов многогранников.

Примерное планирование изучения материала
Изучению параграфа следует отвести 2 урока.
В конце изучения главы 5 следует провести конт-

рольную работу № 2.

Указания к решению задач учебника
1. По теореме 5.7 (формула (6)) отношение объ-

емов пирамид, на которые делит пирамиду ABCD
данная биссекторная плоскость, равно P : Q, а по
теореме 5.8 (формула (7)) это отношение равно от-
ношению частей ребра BD, на которые его делит
биссекторная плоскость двугранного угла с ребром
АС.

2. Пусть площадь указанного треугольника равна
S. По теореме 5.7 

VABCD =  =  + , 

где a — длина ребра AC. Отсюда находим S.
3. Нужно найти объем пирамиды, площади гра-

ней ABD и BCD (треугольник BCD — прямоуголь-
ный) и воспользоваться формулой (6) (теорема 5.7).

4. Аналогично предыдущей задаче (треугольник
ABD — прямоугольный).

5. В отношении 2 : 1 от вершины S. Положим
SP = xSD, а объем данной пирамиды — 3V. Тогда
объем пирамиды SABC равен 2V. По теореме 5.5

 = • •  = •  = . Значит, VSKLC =

= . Аналогично VSKPC = V, VSLKP = V и VSLPC =

2PQ  αsin
3a
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2SQ  
α

2
---sin

3a
----------------------------

VSKLC

VSABC
------------------

SK
SA
---------

SL
SB
---------

SC
SC
--------

1
3
---

1
4
---

1
12
-------

V
6
----

x
3
---

x
12
-------

2153990o2.fm  Page 55  Tuesday, April 29, 2014  10:40 AM



56

= V. Теперь из условия VSKLC + VSKPC = VSLKP +

+ VSLPC  находим x = .

6. Объем данной пирамиды равен 

(см. задачу 1 из параграфа 5.6), а площадь осно-

вания равна  (задача 20 из парагра-
фа 1.7). Теперь по теореме 5.6 можно найти радиус
вписанного шара. Аналогично теореме 5.6 можно

доказать, что объем пирамиды равен (S1 – S2)•R,

где R — радиус шара, касающегося основания и про-
должения боковых граней тетраэдра, S1 — сумма
площадей боковых граней, а S2 — площадь основа-
ния, откуда можно найти радиус этого шара.

7. Пусть Е — середина АВ. Площадь треугольни-

ка KLE составляет  площади треугольника ABD.

(От площади ABD надо отнять площади треугольни-
ков KLD, АKЕ и BEL.) Примем объем исходной пи-
рамиды за 1, тогда объем пирамиды KLME равен

. Объем пирамиды KLMC равен . Отсюда полу-

чим, что объем пирамиды KLMG равен •  +

+ •  = . Объем пирамиды KLMD равен .

Искомое отношение равно отношению объемов пи-
рамид KLMD и KLMG, т. е. 18 : 17.

8. Пусть Е — середина AD. Искомое отношение
равно отношению объемов пирамид ВМЕK и ВМЕС.

Объем пирамиды ВМЕK составляет  от объема ис-

ходной пирамиды (основание ВKЕ). Объем пирами-

ды ВМЕС составляет соответственно  от объема

исходной пирамиды. Искомое отношение равно
4 : 9.

x
2
---

2
3
---

1
3
--- 2SPQ

S2 + P2 + Q2

1
3
---

1
4
---

3
16
-------

1
20
-------

3
16
-------

2
3
---

1
20
-------

1
3
---

17
120
----------

3
20
-------

2
15
-------

3
10
-------

2153990o2.fm  Page 56  Tuesday, April 29, 2014  10:40 AM



57

9. Пусть АР = xAD. Примем для удобства вычис-
ления объем пирамиды ABCD за 1. Тогда VKPMB =

= x  = , VKMLB = , VKPLB = , VPMLB = . Из

уравнения VKPMB + VKMLB = VKPLB + VPMLB найдем

x = . Искомое отношение равно отношению объ-

емов VKPMB и VKMLB (5 : 3).
10. Пусть боковые ребра пирамиды равны е. Ре-

шая задачу аналогично разобранной в параграфе 5.7

задаче 3, получаем: • •  + • •  = • •  +

+ • •  (условие принадлежности четырех точек

одной плоскости), откуда ac(b + d) = bd(a + c). Оста-
лось поделить это равенство на abcd.

11. Площадь треугольника AMD равна 2. (Диаго-
нали четырехугольника делят его на таких четыре
треугольника, что произведения площадей противо-
положных треугольников равны.) Для упрощения
вычислений будем считать, что объем пирамиды
SABM равен 1. Далее будем действовать по схеме,
указанной в задаче 3 (в параграфе 5.7). Пусть SP =

= xSD. Имеем VSAKM = • VSABC = VSABC, VSAMP =

= x, VSAKP = x, VSKMP = x. Из уравнения

VSАВC + VSAKP = VSAKP + VSKMP  найдем x = –1. Ока-
зывается, что точка Р расположена симметрично
точке D относительно S. (Формально надо вновь про-
делать все вычисления, считая, что SP = xSD, но Р
находится по другую сторону от S.)

12. Пусть расстояние от центра вписанного шара
до плоскости АВK равно d. Будем считать, что этот
центр расположен внутри пирамиды АBCK (в ином
случае d окажется отрицательным). Пусть далее
площадь грани BCD равна 2m, площадь грани ACD
равна 2n, а площади граней ABD, ABC и АВK равны
соответственно q, f и l. По условию f – q = kl. Объемы
пирамид АBKD и АВСK равны. Соединив центр
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вписанного шара со всеми вершинами указанных
пирамид, представим объем каждой через объемы
треугольных пирамид с общей вершиной в точке О.

Получим коэффициент  опускаем  уравнение

(q + m + n)R – dl = (f + m + n)R + dl. Отсюда d = – kR.

(На самом деле центр вписанного шара находится
внутри пирамиды ABKD.) Следовательно, радиус
круга, по которому плоскость АВK пересекает впи-

санный шар, равен R .

Дополнительные задачи

1. Найдите ребро правильного тетраэдра, объем ко-
торого равен объему единичного куба. (Ответ:

).

2. Найдите объем выпуклого многогранника, вер-
шины которого совпадают с серединами ребер

параллелепипеда с объемом 1. Ответ: .

3. Найдите объем многогранника с вершинами в
серединах ребер треугольной пирамиды с объ-

емом 1. Ответ: .

4. Найдите объем многогранника с вершинами в се-
рединах ребер четырехугольной пирамиды объ-

ема 1. Ответ: .

5. Имеется параллелепипед с объемом 1. Найдите
объем выпуклого многогранника, четыре верши-
ны которого совпадают с вершинами одной гра-
ни параллелепипеда, а две оставшиеся — с дву-
мя противоположными вершинами противопо-

ложной грани. Ответ: .

1
3
---

1
2
---

1 – k
2

4
------

2 33

5
6
---

1
2
---

5
8
---

2
3
---
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6. Найдите объем параллелепипеда, две грани ко-
торого — ромбы с углом α, а все оставшиеся —
единичные квадраты. (Ответ: sin α.)

7. Найдите объем параллелепипеда, три диагонали
которого перпендикулярны и равны а, b и с.

Ответ: .

8. Найдите объем прямоугольного параллелепипе-
да, диагональ которого равна 1, а ребра относят-

ся как 1 : 2 : 3. Ответ: .

9. Грань АВС многогранника АВСDE является
равносторонним треугольником со стороной 1.
Ребра АD и CE перпендикулярны плоскости
АВС и равны 1 и 2. Найдите объем многогранни-

ка АВСDЕ. Ответ: .

10. Два скрещивающихся ребра треугольной пира-
миды равны 1 и 2, а четыре оставшихся равны

. Найдите объем этой пирамиды и радиус впи-

санного в нее шара. Ответ: .

11. Рассмотрим произвольную пирамиду и проведем
сечение плоскостью, параллельной ее основа-
нию. Многогранник, ограниченный основанием
данной пирамиды и проведенной плоскостью,
называется усеченной пирамидой. Параллель-
ные грани усеченной пирамиды называются ее
основаниями, а расстояние между ними — высо-
той. Найдите объем усеченной пирамиды, пло-
щади оснований которой равны S и Q, а высота

равна h. Ответ: .

12. Вершина D треугольной пирамиды АВСD проек-
тируется в точку пересечения высот треугольника
АВС. Ребра AB и CD равны 3 и 4, а расстояние
между ними равно 5. Найдите объем этой пирами-
ды. (Ответ: 10. Докажите, что данные ребра пер-
пендикулярны.)

1
4
---abc

3

7 14
---------------

3
4
-------

2

3
6
-------, 3

4 + 7
-------------------

h
3
--- S + Q + SQ( )
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13. Площади оснований призмы равны S. Известно,
что в призму можно вписать шар и что радиус
этого шара равен 1. Найдите площадь боковой
поверхности и объем этой призмы. При каких
значениях S задача имеет решение? (Ответ: бо-
ковая поверхность призмы равна 4S, это следует
из того, что каждую боковую грань можно разде-
лить на 4 треугольника с общей вершиной в точ-
ке касания. Сумма площадей треугольников,
прилежащих к боковым ребрам, равна сумме
площадей, прилежащих к основаниям, а сумма
последних — 2S. Объем призмы численно равен
2S. Задача имеет решение при S > π. Следует за-
метить, что при S, близком к π, число сторон в
основании должно быть достаточно велико.)

14. В каком отношении делит объем правильной че-
тырехугольной пирамиды плоскость, проходя-
щая через середины двух соседних боковых ребер
и не принадлежащую этим ребрам вершину?
(Ответ: 5 : 3.)

15. Три ребра треугольной пирамиды, выходящие из
одной вершины, равны между собой и равны 13.
Три оставшиеся ребра имеют длины 6, 8, 10.
Найдите объем этой пирамиды, радиус вписанно-

го шара и все двугранные углы. Ответ: объем

пирамиды 96; радиус вписанного шара

; двугранные углы: , arcsin ,

arcsin , arcsin ,  π – arcsin 

16. В треугольной пирамиде SABC ребра SA и SB
равны. Площади граней SAC и SBC соответ-
ственно равны 3 и 5. Двугранный угол при ребре
SA равен 60°. Найдите двугранный угол при реб-

ре SB. Ответ:  или π – arcsin .

17. В треугольной пирамиде SABC ребра SA и SB
равны, двугранный угол при ребре SA равен α,

24

7 + 10 + 17
------------------------------------------

π

2
---

3

10
-----------

3

17
-----------

13

5 10
---------------

13

170
--------------.

arcsin 3 3
10
-----------

3 3
10
-----------
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площадь грани SAC равна q. Докажите, что пло-
щадь грани SBC не меньше чем qsin α. (Ответ:
по формуле теоремы 5.7 выразим объем пирами-
ды двумя способами: через ребро SA и соответст-
вующие величины и через ребро SB. Учитывая,
что синус не превосходит 1, получим требуемое
неравенство.)

18. Найдите наибольшее значение объема правиль-
ной четырехугольной пирамиды, вписанной

в единичный шар. Ответ: .

19. Среди всевозможных правильных n-угольных
пирамид, вписанных в единичный шар, рассмот-
рим пирамиду с наибольшим объемом. Докажи-
те, что высота этой пирамиды не зависит от n.

Чему равна эта высота? Ответ: пусть r и h —

соответственно радиус окружности, описанной
около основания, и высота пирамиды. Объем
пирамиды равен kr2h, где k — коэффициент,
зависящий от n. Имеет место соотношение:
2h = r2 + h2. Заменяя r2 в формуле для объема,
получим, что надо найти максимум выражения

2h2 – h3. Он достигается при h = .

20. На двух скрещивающихся ребрах единичного ку-

ба взяты отрезки длиной . Найдите объем тет-

раэдра с вершинами в концах этих отрезков.

Ответ: .

21. Среди всех шестиугольных пирамид, в основа-
нии которых лежит правильный шестиугольник
со стороной 2, а два соседних боковых ребра рав-
ны 3, возьмем ту, для которой радиус описан-
ного шара наименьший. Найдите объем этой

пирамиды. (Ответ: . Радиус описанного
шара не может быть меньше радиуса окружнос-
ти, описанной около основания, т. е. наимень-
ший радиус равен 2.)

64
81
-------

4
3
---

1
2
---

1
24
-------

47
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22. На сколько частей делят треугольную призму
всевозможные плоскости, проходящие через три
вершины? Найдите объем наименьшей части, ес-

ли объем всей призмы равен 1. Ответ: рассмот-

рим призму ABCA1B1C1; A2, B2, C2 — центры со-
ответствующих боковых граней; М и М1 — точки,
делящие ее ось на три равные части. Указанные
плоскости разделят плоскость на 18 частей: две

пирамиды вида АВСМ с объемом , шесть пира-

мид вида АВС2М с объемом , шесть — вида

AB2C2M с объемом , три — вида AA1B2C2

c объемом  и многогранник A2B2C2MM1 c объ-

емом .

23. В пространстве расположены три попарно пер-
пендикулярных отрезка, причем один из них пе-
ресекается с двумя оставшимися. Докажите, что
объем многогранника с вершинами в концах

этих отрезков равен  произведения их длин.

24. Боковое ребро правильной треугольной пирами-
ды равно 1, а площадь боковой грани равна S.

Найдите объем пирамиды, если: a) S =  или

S = ; б) S = .

25. Дана треугольная пирамида, у которой все пло-
ские углы при одной вершине прямые, а ребра,
выходящие из этой вершины, равны а, b и с.
Найдите ребро куба, одна вершина которого сов-
падает с указанной вершиной, три вершины, со-
седние с ней, лежат на выходящих из нее ребрах,
а противоположная вершина лежит на противо-

положной грани. Ответ: .

1
9
---

1
18
-------

1
36
-------

1
12
-------

1
36
-------

1
6
---

15
27
-----------

2 3
27
-----------

21
27
-----------

abc
ab + bc + ca
------------------------------------
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Контрольная работа № 2

Вариант 1

1. На ребрах АВ, АС и AD пирамиды АBCD взяты
точки K, L и М соответственно так, что объем пи-
рамиды AKLM в 12 раз меньше объема пирами-
ды ABCD. Известно также, что АK : KВ = 1 : 3,
AL : LC = 2 : 3. В каком отношении точка М де-
лит ребро AD?

2. В треугольной пирамиде ABCD ребра АВ и AD
равны, а площадь грани АВС в 2 раза меньше
площади грани ACD. Двугранный угол при реб-
ре АВ равен 30°, а двугранный угол при ребре АС
равен 110°. Найдите двугранный угол при ребре
AD.

3. Известно, что в пирамиду можно вписать шар,
причем радиус шара в 5 раз меньше высоты этой
пирамиды. Во сколько раз боковая поверхность
пирамиды больше площади ее основания?

4. В основании четырехугольной пирамиды лежит
ромб со стороной 1, все двугранные углы при
основании равны 45°. Каков наибольший объем
такой пирамиды?

5. На одном из ребер единичного куба и на скрещи-
вающейся с ним диагонали расположены два

отрезка длиной . Найдите объем тетраэдра с

вершинами в концах этих отрезков.

6. В каком отношении делит отрезок, соединяю-
щий середины ребер АВ и CD, плоскость, прохо-
дящая через АС и делящая в отношении 1 : 2 реб-
ро BD (от точки В)?

Вариант 2

1. На ребрах АВ, АС и AD пирамиды ABCD взяты
точки K, L и М соответственно так, что объем пи-
рамиды AKLM в 6 раз меньше объема пирамиды
ABCD. Известно также, что АK : KВ = 3 : 4,
AL : LC = 2 : 3. В каком отношении точка M де-
лит ребро AD?

1
2
---
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2. В треугольной пирамиде ABCD ребро АВ в 3 раза
больше ребра AD, а площадь грани АВC в 2 раза
больше площади грани ACD. Двугранный угол
при ребре АВ равен 30°, а двугранный угол при
ребре АС — 115°. Найдите двугранный угол при
ребре AD.

3. Известно, что в пирамиду можно вписать шар,
причем радиус шара в 6 раз меньше высоты этой
пирамиды. Во сколько раз боковая поверхность
пирамиды больше площади ее основания?

4. В основании четырехугольной пирамиды лежит
ромб со стороной 1, все двугранные углы при
основании равны 60°. Каков наибольший объем
такой пирамиды?

5. На одном из ребер единичного куба и на скре-
щивающейся с ним диагонали расположены два

отрезка длиной  и . Найдите объем тетраэдра

с вершинами в концах этих отрезков.

6. В каком отношении делит отрезок, соединяю-
щий середины ребер АВ и CD, плоскость, прохо-
дящая через АС и делящая в отношении 2 : 3 реб-
ро BD?

Ответы и указания для учителя  

Вариант 1. 1. 5 : 1. 2. π – arcsin . По теоре-

ме 5.7 найдем синус искомого угла. Далее восполь-
зуемся тем, что сумма двугранных углов трехгран-
ного угла не менее π (см. задачу 15 из параграфа 2.4).

3. В 4 раза. 4. . 5. . 6. 1 : 2. Замените отношение

отрезков отношением объемов соответствующих пи-
рамид (см. рис. 98 и задачу 2 в тексте параграфа 5.7
учебника). 

Вариант 2. 1. 35 : 1. 2. π – arcsin . 3. В 5 раз.

4. . 5. . 6. 2 : 3.

1
2
---

1
3
---
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---
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-------
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Глава 6

...........................................................
Объемы и поверхности круглых тел 

В шестой главе изучаются объемы и поверхности
обычных для школьной программы круглых тел:
цилиндра, конуса и шара (сферы). Но главным здесь
является не только полный вывод соответствующих
формул. Очень важен, если так можно выразиться,
философский и идеологический аспект. Во-первых,
при выводе формул автор не прибегает к понятию
интеграла, а использует либо интуитивно очевид-
ный предельный переход (объем цилиндра и кону-
са), либо столь же интуитивно очевидный принцип
Кавальери (объем шара). При этом автор опирается
на историческую традицию и тем самым следует за-
явленному в концепции принципу историзма. Столь
же традиционно вводится понятие площади поверх-
ности круглого тела и выводятся соответствующие
формулы. Но в учебнике имеется и одна не слишком
традиционная для наших учебников идея и тема,
также относящаяся к философско-идеологической
стороне геометрии. Это попытка обратить внимание
школьников на то, что понятие площади поверхно-
сти, причем именно площади поверхности круглого
тела, вовсе не так очевидно, как это может показать-
ся на первый, поверхностный взгляд (§ 6.4), даже ес-
ли рассматривать боковую поверхность одного из
простейших тел — цилиндра.

Особенностью главы 6 является то, что на обыч-
ном, учебном уровне основной целью является изу-
чение теории, а не решение задач. С другой стороны,
в этой главе имеются очень большие возможности
для уровневой дифференциации и теории, и задач.
Здесь есть довольно много сложных задач, относя-
щихся к высшим уровням освоения курса.

6.1. Объем цилиндра и конуса
В данном параграфе выводятся формулы для

вычисления объема цилиндра и конуса. Делается
это посредством очевидного предельного перехода,
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исходя из формул объема призмы и пирамиды. Бо-
лее того, необходимо подчеркнуть, что это те же са-
мые формулы! А именно объем призмы и цилиндра
вычисляется по одной и той же формуле, так же как
объем пирамиды и конуса. С точки зрения определе-
ний (см. параграф 3.1) в широком смысле призма
есть цилиндр, а пирамида — конус.

З а м е ч а н и е.  Следует также подчеркнуть,
что указанные формулы объемов выполняются для
произвольных цилиндров и конусов, основаниями
которых являются произвольные фигуры.

Предметные результаты:
— решать задачи с применением формул объема

цилиндра и конуса.

Примерное планирование изучения материала

Изучению параграфа следует посвятить один
урок.

Задание на дом: задачи 2, 3, 4 к параграфу 6.2.

6.2. Принцип Кавальери и объем шара
Содержание данного параграфа состоит в форму-

лировке принципа Кавальери и выводе с его по-
мощью формулы объема шара.

Отметим, что принцип Кавальери лишь формули-
руется, но не доказывается. Нужно пояснить уча-
щимся, что в математике в соответствии с историче-
ской традицией существуют так называемые прин-
ципы. По сути, это небольшие теоремы, в которых
формулируется важное и достаточно очевидное ут-
верждение — настолько очевидное, что его можно
принять без доказательства. В качестве примера
можно привести принцип Дирихле. Подчеркивая
его простоту и очевидность, математики иногда фор-
мулируют принцип Дирихле в полушутливой форме
на примере кроликов и клеток: если количество кро-
ликов, сидящих в клетках, больше числа клеток, то
хотя бы в одной клетке находится более одного кро-
лика. (Если в n клетках сидит не меньше чем n + 1
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кроликов, то хотя бы в одной клетке сидит не менее
2 кроликов.)

Что же касается принципа Кавальери, то он так-
же вполне очевиден. Рассмотрим два тела, удовлет-
воряющих условиям, сформулированным в принци-
пе Кавальери (см. параграф 6.2 учебника). Рассмот-
рим набор плоскостей, параллельных указанной
плоскости и таких, что расстояние между двумя со-
седними из них  равно h, где h мало. Если мы для
каждого тела и для каждого сечения построим ци-
линдр с основанием, совпадающим с этим сечением,
высотой h, то получим два тела, составленные из та-
ких цилиндров. Согласно условию, объемы этих тел
равны, и при уменьшении h они сколь угодно мало
отличаются от объемов исходных тел. 

Необходимо обратить внимание на то, что исполь-
зовавшийся ранее при первом выводе формулы для
объема пирамиды принцип подобия, с одной сто-
роны, более очевиден и привычен для учеников,
а с другой — формально является следствием прин-
ципа Кавальери.

Следует также объяснить ученикам, что термин
«принцип» в русском языке обычно понимается в
узком смысле: как правило поведения, нравствен-
ный закон (принцип — принципиальный). Но в за-
падноевропейских языках это слово имеет много
значений: правило, закон (научный), причина и др.
В данном случае более всего подходит понимание
термина «принцип» как научного закона (правила).

Предметные результаты:
— формулировать принцип Кавальери;
— применять формулу объема шара при решении

задач.

Примерное планирование изучения материала

Урок 1. Вывод формулы объема шара. Задача 1.
Задание нa дом: задачи 5, 6, 11.
Урок 2. Обсуждение принципа Кавальери. Вывод

с его помощью формулы объема пирамиды. Разбор
задачи 13.

Задание на дом: задачи 7, 8, 12.

2153990o2.fm  Page 67  Tuesday, April 29, 2014  10:40 AM



68

Указания к решению задач учебника

1. Искомое тело состоит из цилиндра высотой l и
радиусом основания, равным d, и из двух полушаров
радиуса d. 

2. Искомое тело состоит из двух равных конусов.
Высота каждого равна половине меньшей диагона-

ли , а радиус основания — половине боль-

шей диагонали . Объем этого тела равен

• .

3. Тело получается из цилиндра с радиусом осно-
вания 1 и высотой 2 и из двух конусов с радиусом ос-
нования также 1. При этом формально возможны
два случая: оба конуса добавляются к цилиндру,
и тогда сумма их высот равна 1, либо один конус уда-
ляется, а другой добавляется, и при этом высота до-
бавляемого конуса на 1 больше высоты удаляемого

конуса. Ответ в обоих случаях одинаков: 2π + = .

6. Искомое тело представляет собой объединение
правильной четырехугольной призмы (параллеле-
пипеда) со стороной основания а и высотой 2r, четы-
рех «половинок» цилиндров с высотой а и радиусом
r и четырех «четвертинок» шара радиуса r. Таким

образом, искомый объем равен: 2a2r + 2πar2 + πr3.

7. Соответствующая часть пространства представ-
ляет собой тело, состоящее из самого куба, шести
(по числу граней) правильных четырехугольных
призм с высотой d и основаниями — гранями куба,
двенадцати (по числу ребер) «четвертушек» цилинд-
ра с высотой а и радиусом d и восьми (по числу вер-
шин) «восьмушек» шара. Объем этого тела равен

a3 + 6a2d + 3πad2 + πd3.

8. Указанная часть пространства состоит из приз-
мы (ее объем дается первым слагаемым), «полови-
нок» цилиндров, соответствующих сторонам много-

 αsin
2

---------------

 αcos
2

---------------

π

3
---

 α•  αcossin
2

-----------------------------------

π

3
---

7π
3
-------

4
3
---

4
3
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угольника (сумма их объемов — второе слагаемое)
и шаровых «долек». Нам надо доказать, что сумма
линейных углов, соответствующих «долькам», рав-
на 2π, т. е. указанные «дольки» в сумме дают шар
радиуса r (третье слагаемое). Линейным углом одной
шаровой «дольки», соответствующим одному углу
многоугольника, является угол, образованный дву-
мя лучами, выходящими из соответствующей вер-
шины многоугольника перпендикулярно соседним
сторонам и направленными во внешнюю по отноше-
нию к многоугольнику сторону. Нетрудно понять,
что этот угол равен соответствующему внешнему уг-
лу многоугольника. А сумма внешних углов выпук-
лого многоугольника равна 2π, что и требовалось.

9. Легко доказать, что площадь кольца, получаю-
щегося в результате вращения отрезка вокруг точки
(речь идет о плоском случае: вращение происходит в
плоскости, содержащей центр вращения и отрезок),
равноудаленной от концов отрезка, не зависит от
расстояния от центра вращения до отрезка и равно
площади круга с диаметром, равным длине отрезка.
Из этого утверждения получается и результат зада-
чи. Любое сечение нашего тела вращения плоско-
стью, перпендикулярной оси вращения, есть коль-
цо, получающееся в результате указанного враще-
ния отрезка. Таким образом, площадь каждого
такого сечения равна площади сечения указанного
конуса. В соответствии с принципом Кавальери из
этого следует утверждение задачи.

10. Эта задача представляет собой обобщение пре-
дыдущей. Докажем, что объем искомого тела равен
объему конуса, диаметр основания которого равен а,
а высота равна hcos α. Проведем плоскость через
ось вращения параллельно основанию данного тре-
угольника. Спроектируем данный треугольник на
эту плоскость. Получим равнобедренный треуголь-
ник с основанием, равным а, и высотой hcos α. Рас-
смотрим два тела вращения. Первое — указанное в
условии. Второе тело получается при вращении по-
лучившегося при проектировании равнобедренного
треугольника вокруг той же оси. Как и в предыду-
щей задаче, нетрудно доказать, что соответствую-
щие площади сечений этих тел плоскостями, пер-
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пендикулярными оси вращения, равны. Согласно
принципу Кавальери, равны и их объемы. Отсюда

объем тела равен πa2hcos α.

11. Пусть R — радиус сферы. Тогда радиус осно-

ваний цилиндра равен r = . Рассмотрим се-

чение заданного тела плоскостью, параллельной
основаниям цилиндра и проходящей на расстоя-
нии х от центра сферы. Сечением сферы будет ок-

ружность радиуса . Следовательно, пло-
щадь сечения заданного тела (это кольцо) будет рав-

на π (R2 – х2) – R2 – = π  – x2 . Таким обра-

зом, площадь этого сечения не зависит от радиуса
сферы и равна площади соответствующего сечения

шара радиуса . Отсюда объем искомой части шара

равен  πh3.

12. Возьмем сферу радиуса r с центром в точке пе-
ресечения осей цилиндров. Рассмотрим сечение за-
данного тела плоскостью, параллельной осям ци-
линдров. Получим вписанный в окружности квадрат,
являющийся сечением построенной сферы. В соответ-
ствии с принципом Кавальери отношение объемов
шара (ограниченного построенной сферой) и искомого
тела равно отношению площади круга к площади

описанного около него квадрата, т. е. равно .

13. Рассмотрим плоскость, перпендикулярную
АВ и пересекающую АВ, CD и СE в точках М, K и L
соответственно. Тогда площадь сечения заданного
тела плоскостью, проходящей через М и перпенди-
кулярной АB, будет равна πML2 = πМK2 + πKL2. То
есть площадь сечения равна сумме площадей сече-
ний указанных в условии тел, а объем искомого тела
в соответствии с принципом Кавальери равен сумме
объемов указанных тел.

1
12
-------

R2 – h
2

4
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R2 – x2

h2

4
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h2

4
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h
2
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1
6
---

π
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14. Пусть А — одна из вершин куба, а О — его
центр. Куб вращается вокруг диагонали, проходя-
щей через А. Пусть АВ — ребро куба, а P — середина
ребра, отличного от AВ и выходящего из B. Понят-
но, что в результате вращения ломаной АВРО во-
круг АО мы получим половину искомого тела вра-
щения. Обозначим через Q проекцию В на АО. AQ

составляет треть диагонали куба, т. е. AQ = . В ре-

зультате вращения АВ вокруг АО мы получим боко-

вую поверхность конуса с высотой, равной , и с

радиусом основания BQ = . Его объем равен .

Нам теперь надо найти объем тела, получающегося
при вращении тетраэдра BQPO вокруг QO. Рассмот-
рим прямоугольник POQL. Докажем, что BL пер-
пендикулярна плоскости POQL. Имеем: PL перпен-
дикулярна QL и BQ (PL параллельна OQ), следо-
вательно, PL перпендикулярна плоскоскости BLQ,
а значит, и прямой BL. Далее: QL перпендикулярна
PL и PB/QL параллельна PO, а PO перпендикулярна
PB и OQ, следовательно, BL перпендикулярна плос-
кости прямоугольника POQL. B соответствии с ут-
верждением предыдущей задачи объем тела, полу-
чающегося при вращении тетраэдра BQPO вокруг
QO, равен сумме объемов цилиндра с высотой

QO =  и радиусом основания ОР =  oбъем ци-

линдра равен  и конуса с высотой QO =  и ра-

диусом основания BL =  eго объем равен .

Объем искомого тела равен 2  +  + =

= .

3
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15. Пусть центр круга (радиуса r) описывает
окружность, принадлежащую плоскости α. Рассмот-
рим цилиндр с указанными в условии размерами,
ось которого принадлежит плоскости α. Затем дока-
жем, что любая плоскость, параллельная плоскости
α, пересекает тор и цилиндр по фигурам одинаковой
площади. Если плоскость сечения находится на рас-
стоянии х от плоскости α, то сечением тора будет

кольцо с внутренним радиусом R –  и внеш-

ним радиусом R + . Площадь этого кольца

равна 4πR . Сечением же цилиндра будет

прямоугольник со сторонами 2πR и 2 .

6.3. Площадь поверхности 
цилиндра, конуса и сферы
В содержание параграфа входят определение и

вывод формул для площади поверхности основных
изучаемых в школе тел.

Следует обратить внимание, что мы различным
образом определяем площади поверхностей цилинд-
ра и конуса, с одной стороны, и шара (сферы) —
с другой. Существование развертки (плоской) боко-
вой поверхности цилиндра или конуса позволяет
нам естественным образом считать, что площадь бо-
ковой поверхности цилиндра или конуса равна пло-
щади соответствующей развертки. Поверхность же
сферы мы определяем посредством предельного пе-
рехода. Как показывает пример, рассмотренный в
следующем параграфе, утверждение, что указанным
в учебнике образом мы в пределе получаем поверх-
ность шара (площадь сферы), вовсе не столь очевид-
но. Здесь следует обратить внимание на то, что мы в
качестве площади сферы получаем величину, нe зa-
вucящую от того, каким образом уменьшаются
площади граней. (В то время как в примере из пара-
графа 6.4 предел существенно зависит от процесса
его определения.)

r2 – x2

r2 – x2

r2 – x2

r2 – x2
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Можно дать и другой способ вывода (обоснова-
ния) формулы площади сферы. Рассмотрим два
шара с радиусами R и R + ε, где ε — малое число.
Объем тела между соответствующими сферами ра-

вен π((R + ε)3 – R3) = 4πR2ε + 4πRε2 + πε3. При ма-

лом ε второе и третье слагаемое значительно меньше
первого, поэтому ими можно пренебречь. С другой
стороны, объем тела, ограниченного сферами с ради-
усами R + ε и R, при малом ε можно считать равным
Sсфε, где Scф — поверхность сферы. Значит, имеет
место равенство Sсфε = 4πR2ε, откуда Sсф = 4πR2.

Предметные результаты:
— объяснять, что называется площадью поверх-

ности геометрического тела;
— применять формулы площадей поверхности

цилиндра, конуса, сферы при решении задач.

Примерное планирование изучения материала

Урок 1. Вывод формул для площади поверхности
цилиндра, конуса и сферы. Задачи 1, 2 и 5.

Задание на дом: задачи 3, 4.
Урок 2. Разбор домашнего задания. Обсуждение

формулы площади поверхности сферы. Решение за-
дач 6 и 7.

Задание на дом: задачи 8, 13; задача 15 из пара-
графа 6.2.

Указания к решению задач учебника

3. Каждое из искомых тел состоит из двух равных
конусов с общим основанием. Радиус основания пер-

вого конуса равен cos , а второго — sin . Образую-

щие у всех конусов равны 1. Следовательно, полная

поверхность первого тела равна 2πcos , а второ-

го — 2πsin . Поверхность первого тела больше.

4. Если V — объем куба, то его полная поверх-
ность равна 6V2/3. Площадь сферы, ограничиваю-

4
3
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3
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α
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α

2
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α
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щей шар объема V, равна (36π)1/3V2/3. У куба поверх-
ность больше.

5. Утверждение задачи следует из теоремы 1.19
(о площади проекции). При этом надо воспользо-
ваться предельным переходом, который в данной
ситуации достаточно очевиден. Сначала мы полу-
чим справедливость равенства нашей задачи для
правильной пирамиды. Затем будем рассматривать
правильные пирамиды, описанные около данного
конуса. Двугранные углы при основании у таких
пирамид постоянны и равны α, площади основа-
ний пирамид стремятся к площади основания кону-
са, а боковые поверхности — к боковой поверхности
конуса.

6. В результате вращения треугольников АВС и
АKС получаются два конуса. Искомое тело получа-
ется удалением второго конуса из первого. Полная
поверхность равна сумме боковых поверхностей
этих конусов плюс разность площадей их оснований.

Объем искомого тела равен 2π , а полная поверх-

ность равна (11 + )π.
7. Осевое сечение получившегося тела является

невыпуклым 12-угольником (рис. 14). На этом ри-
сунке исходный треугольник обозначен его верши-
нами АВС, О — его центр, ось вращения параллель-
на АВ и пересекает сторону АС в точке М. Как
определяются точки Р и K, понятно из рисунка. Те-
ло, получающееся при вращении пятиугольника
MPKСО вокруг МО, представляет собой половину
искомого тела. Его объем можно получить как сум-
му объемов  конуса, получающегося  при вращении

треугольника МСО, и цилиндра,
боковая поверхность которого по-
лучается при вращении РK, минус
сумма объемов двух равных кону-
сов, боковая поверхность которых
есть результат вращения МР и
МK. Легко видеть, что объемы
двух последних конусов в 8 раз
меньше объема первого конуса (из
треугольника МСО). Имеем: ради-

3

13

O

A

M

P K

C

B

Рис. 14
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ус основания СО = , высота МО = . Объем этого

конуса равен . Объем указанного выше цилиндра

образующая , радиус основания  равен .

Далее находим объем всего искомого тела. Анало-
гичные соображения позволяют найти и площадь
полной поверхности искомого тела.

8. Если α = , то объем искомой части шара и

площадь части сферы будут составлять  соответ-

ственно от объема всего шара и площади сферы, т. е.
они будут получаться из объема шара и площади

сферы умножением на . Для этого случая объем и

площадь части сферы внутри двугранного угла рав-

ны соответственно  R3 и 2αR2. Такими же они бу-

дут и для произвольного α. Сначала получаем спра-

ведливость этих формул, если  рационально, а за-

тем и для произвольного .

З а м е ч а н и е.  Можно сразу считать очевид-
ным, что нужные формулы для объема и площади
имеют вид CαR3 и CαR2, а затем найти величины не-
известных констант, исходя из того, что мы знаем
соответствующий объем и площадь поверхности при
α = π.

6.4*. Сапог Шварца,
или Что такое площадь поверхности?
Этот параграф следует рассмотреть в сильных

классах, посвятив ему один урок. На дом учащимся
дается задание разобраться в рассуждениях, приве-
денных в тексте параграфа.
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6.5. Площадь поверхности 
сферического пояса
При выводе формулы площади поверхности сфе-

рического пояса автор учебника следует традицион-
ной, классической схеме. Здесь необходимо под-
черкнуть эстетическую сторону как самой формулы,
так и метода ее получения. Полученная формула
очень изящна (компактна). Но самое главное, ока-
зывается, что для данной сферы площадь поверхно-
сти сферического пояса (и в частности, сферической
шапочки) полностью определяется высотой этого по-
яса и никак не зависит от расстояния до центра огра-
ничивающих плоскостей.

На минимальном уровне можно ограничиться
знанием соответствующей формулы и умением поль-
зоваться ею в достаточно простых ситуациях. На вы-
соком уровне необходимо уметь воспроизводить вы-
вод формулы.

Предметные результаты:
— применять формулу площади поверхности сфе-

рического пояса при решении задач.

Примерное планирование изучения материала
Урок 1. Вывод формулы площади сферического

пояса.
Задание на дом: параграф 6.5, теория.
Урок 2. Решение задач 1, 3, 4.
Задание на дом: задачи 2 и 5.
Урок 3. Контрольная работа.

Указания к решению задач учебника
1. Утверждение данной задачи непосредственно

следует из формулы 17 (теорема 6.3).
2. Радиус сферы равен расстоянию от вершины

пирамиды до ребра основания, т. е. соответствую-

щей высоте боковой грани. Радиус сферы равен .
Плоскость основания пирамиды делит сферу на два

сегмента с высотой  – 2 и  + 2. Их площади

равны соответственно 2π(5 – 2 ) и 2π(5 + 2 ).

3. Сфера разделена на 6 сферических сегментов
(они отсекаются гранями куба) и 8 криволинейных

5

5 5

5 5
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треугольников, соответствующих вершинам куба.
Найдя площадь каждого из 6 сегментов, мы затем
можем найти и площадь каждого из 8 треугольни-
ков (площадь всей сферы мы знаем). Радиус сферы

равен , высота сегмента равна  – , а его пло-

щадь π 1 – . Площадь каждого треугольника

равна .

4. Заметим, что часть шара, расположенная по од-
ну сторону от пересекающей его плоскости, назы-
вается шаровым сегментом, а часть сферы соответ-
ственно называется сферическим сегментом. Для
площади сферического сегмента верна формула (17).
(Что такое высота сферического сегмента, достаточ-
но понятно.) Для вывода формулы объема шарового
сегмента рассмотрим сегмент, не превосходящий по-
ловины шара. Соединим все точки окружности, ог-
раничивающей сферический сегмент, с центром сфе-
ры. Получим боковую поверхность конуса. Рассмот-
рим тело Т, поверхность которого состоит из боковой
поверхности этого конуса и поверхности сфери-
ческого сегмента. Если S — поверхность сегмента,
a R — радиус сферы, то объем тела Т будет равен

SR. Убедиться в этом можно, например, следую-

щим образом. Рассмотрим многогранник с большим
числом граней n. Будем увеличивать число n так,
чтобы вершины многогранника неограниченно при-
ближались к поверхности сферы. Обозначим через
Sn площадь поверхности этого многогранника, рас-
положенной с той же стороны от плоскости окруж-
ности, ограничивающей сегмент, что и сам сегмент.
Соединив все точки этой части поверхности много-
гранника с центром сферы, получим тело Tn, состав-
ленное из пирамид с одинаковой высотой R и основа-
ниями, сумма площадей которых равна Sn. Объем

этого тела равен SnR. С ростом n значение Sn стре-

2
2
-------

2
2
-------

1
2
---

2
2
-------

π 3 2 – 4( )

8
-------------------------------

1
3
---

1
3
---
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мится к S, а объем тела Тn стремится к объему те-

ла Т. Итак, объем тела Т действительно равен SR.

Нам остается теперь из этой величины вычесть
объем конуса, основанием которого является окруж-
ность сегмента, а высота равна расстоянию от центра
шара до плоскости этой окружности.

В нашем случае высота меньшего сегмента равна
R – d, следовательно, S = 2πR(R – d). Радиус окруж-

ности,   ограничивающей   сегмент,   равен   . 
Теперь нетрудно найти объем меньшей части

(2R3 – 3R2d + d3). Объем второй части соответствен-

но будет равен (2R3 + 3R2d – d3). Его также можно

получить из формулы для объема меньшей части за-
меной d на –d.

5. Пусть X — радиус второй
сферы, О — ее центр, а Q — центр
первой сферы. Часть второй сферы
внутри первой представляет собой
сферический сегмент. Рассмотрим
произвольное сечение данных
сфер, проходящее через их цент-
ры (рис. 15). Имеем ОР = OQ =
= OL = X, QP = QL = R, QM — вы-
сота рассматриваемого сегмента.
Пусть N — диаметрально противо-

положная Q точка второй сферы. Треугольник QPN
прямоугольный. QM — проекция PQ на QN. Из из-
вестного соотношения РQ2 = QM•QN найдем QM =

= . Далее по формуле (17) получаем, что искомая

площадь равна 2πX = πR2.

Дополнительные задачи
1. Найдите объем цилиндра, если радиус основа-

ния равен r, а площадь боковой поверхности рав-

на S. Ответ: Sr.

1
3
---

R2 – d2

π

3
---

π

3
---

O

P
Q

L
M

Рис. 15

R2

2X
---------

R2

2X
---------

1
2
---
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2. Найдите объем конуса, если радиус основания
равен r, а площадь боковой поверхности равна S.

Ответ: .

3. Найдите объем цилиндра, если радиус основа-
ния равен r, а площадь осевого сечения равна S.

Ответ: Sr.

4. Найдите объем конуса, если радиус основания
равен r, а площадь осевого сечения равна S.

Ответ: Sr.

5. Докажите, что плоскость, пересекающая боко-
вую поверхность цилиндра, делит его ось, боко-
вую поверхность и объем в одном и том же отно-
шении.

6. Два конуса имеют общее основание, радиус кото-
рого равен r, причем вершина одного из них рас-
положена внутри другого. Разность высот равна
α. Найдите объем тела, состоящего из точек, ле-
жащих между боковыми поверхностями этих

конусов. Ответ: πr2α.

7. Найдите объем и площадь поверхности тела, по-
лучающегося в результате вращения единичного

квадрата вокруг его диагонали. Ответ: .

8. Имеется треугольник, все стороны которого
различны. Рассмотрим три тела, получающиеся
при вращении этого треугольника вокруг мень-
шей, средней и большей стороны соответствен-
но. У какого тела объем наибольший? (Ответ:
у тела, полученного в результате вращения во-
круг большей стороны.)

9. Имеется цилиндр с радиусом основания 1 и вы-
сотой 3. В плоскости его основания расположена
прямая l на расстоянии 2 от центра основания.

r
3
--- πS2 – π2r4

π

2
---

π

3
---

1
3
---

π 2
6

-----------
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Через прямую l проходит плоскость, образую-
щая угол α � 45° с плоскостью основания и пере-
секающая ось цилиндра. Найдите объем каждой
из частей, на которые эта плоскость делит ци-
линдр. (Ответ: 2πtg π и π(3 – 2tg α).)

10. Найдите объем конуса, площадь боковой поверх-
ности которого равна S, а радиус описанной сфе-

ры равен R. Ответ: если r, h и l — соответ-

ственно радиус основания, высота и образующая
конуса, то 2Rh = l2, πrl = S. Из этих равенств по-
лучаем, что

V = πr2h = π •  = .

11. Основание прямой призмы принадлежит кону-
су. Высота призмы больше высоты конуса. Пло-
щадь основания призмы равна S, а образую-
щие конуса образуют с основанием угол α.
Найдите площадь части боковой поверхности
конуса, расположенной внутри призмы.

Ответ: .

Контрольная работа № 3

Вариант 1

1. Катеты равнобедренного прямоугольного тре-
угольника равны 2. Найдите объем тела, полу-
чающегося при вращении этого треугольника во-
круг прямой, перпендикулярной одному из кате-
тов и проходящей через его середину (прямая
принадлежит плоскости треугольника).

2. Внутри цилиндра расположены три равных, по-
парно касающихся шара. Каждый шар касается
оснований цилиндра и его боковой поверхности.
Найдите отношение объема шара и объема ци-
линдра, а также отношение площади поверхно-
сти соответствующей сферы и площади полной
поверхности цилиндра.

1
3
---

1
3
---

S
πl
-----

2 l2

2R
--------

S2

6Rπ
------------

S
 αcos

---------------
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3. Основания двух равных конусов принадлежат
одной плоскости. Осевым сечением каждого яв-
ляется треугольник, один угол которого равен
120°, а наибольшая сторона 2. Расстояние между
осями равно 1. Боковые поверхности конусов пе-
ресекаются. Найдите радиус наибольшего шара,
касающегося оснований конусов и касающегося
изнутри боковой поверхности каждого.

4. Осевым сечением конуса является правильный
треугольник со стороной 2. Рассмотрите сферу,
радиус которой равен радиусу основания конуса,
а центр совпадает с центром основания конуса.
Найдите площадь поверхности части сферы, рас-
положенной внутри конуса.

5. В основании четырехугольной пирамиды ле-
жит прямоугольник со сторонами 1 и 2. Высота
пирамиды равна 3, а ее вершина проектируется
в точку на одной из сторон длины 1. Найдите
объем тела, получающегося в результате вра-
щения этой пирамиды вокруг другой стороны
длины 1.

Вариант 2

1. Найдите объем тела, получающегося в результа-
те вращения правильного треугольника со сторо-
ной 4 вокруг его средней линии.

2. Внутри цилиндра расположены четыре равных
шара. Каждый шар касается двух других шаров,
а также оснований цилиндра и его боковой
поверхности. Найдите отношение объема шара и
объема цилиндра, а также отношение площади
поверхности соответствующей сферы и площади
полной поверхности цилиндра.

3. Основания двух равных конусов принадлежат
одной плоскости. Осевым сечением каждого яв-
ляется правильный треугольник со стороной 2.
Расстояние между осями равно 1. Боковые по-
верхности конусов пересекаются. Найдите ради-
ус наибольшего шара, касающегося оснований
конусов и касающегося изнутри боковой поверх-
ности каждого.
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4. Осевым сечением конуса является равнобедрен-
ный треугольник с углом 120° и основанием 6.
Высота конуса служит диаметром сферы. Найди-
те площадь части поверхности сферы, располо-
женной внутри конуса.

5. В основании четырехугольной пирамиды лежит
прямоугольник со сторонами 1 и 2. Высота пира-
миды равна 3 и ее вершина проектируется в точ-
ку на одной из сторон длины 2. Найдите объем
тела, получающегося в результате вращения
этой пирамиды вокруг другой стороны длины 2.

Ответы и указания для учителя  

Вариант 1. 1. π. 2. , . 3. Радиус

шара равен радиусу окружности, вписанной в рав-
нобедренный треугольник с углом 120° и основани-

ем 1. Он равен tg 15° = 1 – . 4. π(2 – ). 5. Вос-

пользуйтесь результатом задачи 13 из параграфа
6.2. Объем тела равен 7π. 

Вариант 2. 1. 10π. 2. (3 – 2 ). 3. . 4. π.

5. 8π.

5
3
---

2

7 + 2 3
-----------------------

6

13 + 8 3
--------------------------

1
2
---

3
2
------- 3

2
3
--- 2 3

6
-------

9
4
---
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Глава 7

...........................................................
Правильные многогранники 

Эта глава занимает особое положение в курсе.
С одной стороны, по сложившейся (почему-то) тра-
диции правильные многогранники не включаются в
содержание курса стереометрии. Исключение со-
ставляют лишь правильный тетраэдр и куб. Эти тела
изучаются достаточно подробно, но не с точки зре-
ния их принадлежности к классу правильных мно-
гогранников. Иногда учащиеся знакомятся и с окта-
эдром, но опять-таки октаэдр рассматривается как
объединение двух правильных четырехугольных
пирамид. А такие замечательные многогранники,
как додекаэдр и икосаэдр, остаются практически не-
известными. Однако правильные многогранники —
важнейшая часть многовековой геометрической
культуры. Без знакомства с ними геометрическое
знание остается неполным, и даже более того, ни о
какой геометрической культуре человека, незнако-
мого с правильными многогранниками, говорить не
приходится.

Именно по этой причине, согласно авторской кон-
цепции, в которой важнейшей целью обучения яв-
ляется развитие геометрической культуры, в учеб-
ник включена специальная глава, посвященная пра-
вильным многогранникам.

Самой трудной учебной проблемой здесь стало
обоснование основного факта о количестве правиль-
ных многогранников. Здесь главное — не допустить
профанации, с которой часто приходится встречать-
ся. В качестве «обоснования» чаще всего предъявля-
ется следующее «рассуждение»:

«Все грани правильного многогранника либо тре-
угольники, либо четырехугольники, либо пяти-
угольники (разумеется, правильные). Уже шести-
угольники не могут являться гранями правильного
многогранника, поскольку при каждой вершине
должно сходиться не менее трех граней, а сумма
трех углов правильного шестиугольника равна 180°.
При этом если все грани — треугольники, то при
каждой вершине может сходиться не более пяти гра-
ней, т. е. пяти правильных треугольников».
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Такое псевдодоказательство встречается даже в
некоторых учебниках. Учителю необходимо четко
понимать, в чем ошибочность этого «рассуждения».
Иначе может возникнуть недоумение: зачем автор
«нагородил» столько сложностей, если все предель-
но просто?

Прежде всего, следует сказать, что обычно дается
несколько иное, чем в данном учебнике, определе-
ние правильного многогранника: 

правильным многогранником называется вы-
пуклый многогранник, все грани которого — рав-
ные правильные многоугольники и в каждой верши-
не сходится одинаковое число ребер.

Из этого определения в самом деле следует, что
существует не более пяти типов правильных мно-
гогранников (по числу сходящихся при каждой
вершине многоугольников). Но из этого вовсе не сле-
дует, что многогранник каждого типа существует
(теорема существования), а также что все много-
гранники одного типа одинаковы с точностью до по-
добия (теорема единственности). Они могут оказать-
ся нежесткими (подобно тому, как нежесткими яв-
ляются четырехугольники с заданными сторонами).
Например, рассмотрим октаэдр. Каждой вершине
октаэдра соответствует четырехгранный угол, пло-
ские углы которого составляют по 60°. Но четырех-
гранный угол, в отличие от трехгранного, не опреде-
ляется своими плоскими углами. И ни из чего не
следует, что поверхность октаэдра, составленная из
8 равных правильных треугольников, не может из-
меняться и задавать различные многогранники.
Единственность октаэдра (а также икосаэдра, у ко-
торого пятигранные углы) при традиционном опре-
делении правильного многогранника следует из тео-
ремы Коши о жесткости выпуклых многогранников.
(Прочитайте раздел в конце учебника, озаглавлен-
ный «Вместо послесловия».) Эта теорема утвержда-
ет, что выпуклый многогранник, у которого заданы
грани и указаны пары соседних граней, единстве-
нен. Для того чтобы избежать ссылки на теорему Ко-
ши и сохранить строгость изложения, автор добавил
к традиционному определению правильного много-
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гранника одно-единственное и вполне естественное
условие: равенство двугранных углов.

В учебнике «предъявляются» все пять видов мно-
гогранников. Самое главное — доказывается су-
ществование додекаэдра и икосаэдра. Затем дока-
зывается, что каждый многогранник полностью
определяется своим ребром. Соответствующее рас-
суждение относится к октаэдру и икосаэдру — един-
ственной паре многогранников, у которых углы при
вершинах не являются трехгранными.

Глава 7 относительно невелика по объему. И не-
смотря на достаточно нетрадиционное содержание,
ей следует посвятить от 4 до 10 ч. В полной мере гла-
ву 7 следует изучить в сильных классах; в слабых же
можно ограничиться просто знакомством со всем се-
мейством правильных многогранников. Необходимо
подчеркнуть, что многие задачи, содержащиеся в
этой главе, непривычны и достаточно сложны тех-
нически. Даже в сильных классах можно не требо-
вать самостоятельного и полного решения некото-
рых задач. Но при этом необходимо, чтобы учитель
сам разобрался в решениях, приведенных в этом по-
собии, и объяснил их школьникам. Можно тем или
иным способом размножить эти решения и пред-
ложить школьникам самостоятельно изучить их.
Можно, наконец, предложить сделать это наиболее
сильным, чтобы те, в свою очередь, объяснили реше-
ния своим товарищам.

7.1. Определение 
правильного многогранника 

7.2*. Ограниченность числа видов 
правильных многогранников
Предметные результаты:
— формулировать определение правильного мно-

гогранника;
— приводить примеры правильных многогран-

ников;
— распознавать и называть правильные много-

гранники.

2153990o2.fm  Page 85  Tuesday, April 29, 2014  10:40 AM



86

Примерное планирование изучения материала

Этим двум параграфам в слабом классе следует
посвятить 1 урок, а в сильном — 2 урока. В сильном
классе главное — доказательство теоремы 7.1 и объ-
яснение ее смысла. В слабом можно ограничиться
определением правильного многогранника, а затем
решить несколько задач про куб и правильный тет-
раэдр (на усмотрение учителя).

7.3. Тетраэдр, гексаэдр (куб), октаэдр
Теоретическое содержание данного параграфа не-

значительно. Главное здесь — доказательство су-
ществования октаэдра. Факт этот достаточно оче-
виден, но все же нуждается в доказательстве.
А именно надо доказать, что все двугранные углы
построенного многогранника равны.

Примерное планирование изучения материала

Урок 1. Обсуждение свойств правильного тетраэд-
ра и куба. Задача 1.

Задание на дом: задачи 6, 11.
Урок 2. Обсуждение задачи 11. Октаэдр. Задачи 2,

3, 10.
Задание на дом: задачи 4, 5, 7.
Урок 3. Обсуждение домашнего задания, прежде

всего задачи 7.
Задание на дом: задачи 8, 9.

Указания к решению задач учебника

1. Изменение в условии: тетраэдр с вершинами
в центрах граней данного тетраэдра.

Указанная плоскость проходит через середины
четырех ребер тетраэдра, исключая два каких-то
противоположных ребра. Сторона получившегося

квадрата равна . У тетраэдра с вершинами в цент-

рах данного тетраэдра ребра параллельны соответ-
ствующим ребрам данного тетраэдра и в три раза
меньше их. При этом указанные два тетраэдра име-

1
2
---
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ют общий центр. Второй тетраэдр получается из ис-
ходного посредством гомотетии с центром в центре

исходного тетраэдра и коэффициентом, равным – .

(Это утверждение остается верным для произвольно-
го тетраэдра, но в качестве центра гомотетии надо
взять центр тяжести тетраэдра — точку, в которой
пересекаются отрезки, соединяющие вершины с точ-
ками пересечения медиан противоположных гра-
ней.) Отсюда следует, что указанная в условии плос-
кость будет проходить также и через середины соот-
ветствующих ребер маленького тетраэдра (прямая,
проходящая через середину ребра и центр тетраэдра,
проходит также и через середину отрезка, соединяю-
щего центры соответствующих граней.) Площадь ис-

комого сечения равна .

2. Объем октаэдра равен , радиус описанного

шара равен , радиус вписанного шара равен .

3. Диагонали октаэдра, вписанного в куб, равны

ребру куба. Объем октаэдра равен d3, где d — диа-

гональ октаэдра. Таким образом, объем октаэдра,
вписанного в куб, в 6 раз меньше объема куба.

4. Плоскость, содержащая грань куба, пересекает

октаэдр по квадрату со стороной а,  где а — ребро

октаэдра. Вершины грани — середины сторон этого

квадрата. Значит, ребро куба равно , а его объем

равен . Искомое отношение равно 4 .

5. Указанная в условии плоскость пересекает куб
по правильному шестиугольнику со стороной, рав-
ной половине диагонали грани куба. (Докажите это
самостоятельно.) С другой стороны, каждая грань
вписанного в куб октаэдра перпендикулярна одной
из диагоналей куба. Следовательно, указанная в ус-

1
3
---

1
108
----------

a3 2
3
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a

2
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a

6
-------

1
6
---

2
3
---

a 2
3

-----------

2a3 2
27

------------------

1
2
---

2153990o2.fm  Page 87  Tuesday, April 29, 2014  10:40 AM



88

ловии плоскость параллельна двум противополож-
ным граням октаэдра. Кроме   того, она проходит че-
рез центр октаэдра, а значит, пересекает непарал-
лельные ей ребра октаэдра в их серединах. Теперь
нетрудно доказать, что искомое сечение есть пра-
вильный шестиугольник со стороной, равной поло-
вине ребра октаэдра или четверти диагонали грани
куба. Площади соответствующих сечений равны

 и .

6. Указанный многогранник есть октаэдр.
7. Указанные в условии плоскости, в свою оче-

редь, образуют правильный тетраэдр. Искомый мно-
гогранник есть пересечение двух правильных тетра-
эдров.

1) Если второй тетраэдр расположен целиком вну-
три первого, то его ребро не превосходит половины

ребра исходного, а объем составляет не более  от

объема исходного. Значит, в этом случае искомое от-

ношение меняется от 0 до .

2) Если эти тетраэдры пересекаются, то у полу-
чающегося многогранника имеется грань, являю-
щаяся пересечением грани одного из тетраэдров с
поверхностью другого. Все углы соответствующего
многоугольника равны 60° либо 120°. Следователь-
но, это правильный треугольник либо правильный
шестиугольник. Кроме того, все вершины второго
тетраэдра должны быть расположены вне первого.
В самом деле, пусть одна из вершин второго тетраэд-
ра расположена внутри первого, а одна — вне пер-
вого. Проведем плоскость через грань, содержащую
эти две вершины. Получим два правильных тре-
угольника: грань второго тетраэдра и сечение перво-
го. Общая часть этих треугольников, как легко ви-
деть, не может являться правильным многоугольни-
ком. Итак, если второй тетраэдр не расположен
целиком внутри первого, то все его вершины нахо-
дятся вне первого. Понятно, что вершины первого
находятся вне второго. Общая часть — восьмигран-
ник. Возможны три случая.

3 3
4

-----------

3 3
16
-----------

1
8
---

1
8
---
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1-й случай. Поверхности тетраэдров пересекают-
ся, но шестиугольных граней у пересечения нет.
Тогда все его грани — правильные треугольники.
При этом ни одно из ребер любого тетраэдра не мо-
жет пересекать грань другого во внутренней точке.
То есть вершины всех треугольных граней восьми-
гранника лежат на ребрах тетраэдров. Это возмож-
но, когда тетраэдры равны и имеют общий центр.
Вершинами соответствующего многогранника явля-
ются середины ребер каждого из тетраэдров. Общая
их часть есть октаэдр. Его объем, как нетрудно ви-

деть, равен  от объема исходного тетраэдра.

2-й случай. У получившегося многогранника есть
шестиугольные грани. Пусть одна из шестиуголь-
ных граней является частью грани первого тетраэд-
ра. Это означает, что от треугольника, представляю-
щего собой эту грань, отрезаны у вершин три тре-
угольника со стороной, в три раза меньшей. Таким
образом, каждая из плоскостей отсекает от исходно-
го тетраэдра тетраэдр, в три раза меньший. Объем

общей части составляет 1 – =  объема исходно-

го тетраэдра. Заметим, что для этого варианта оба
тетраэдра имеют общий центр. Пусть АВ — ребро
исходного тетраэдра, одна из граней второго тетра-

эдра пересекает АВ в такой точке K, что АK = АВ.

Проведем через общий центр плоскость параллель-
ную грани, противолежащей точке А. Эта плоскость

пересекает АВ в такой точке М, что BМ = АВ.

Найдем отношение расстояний от общего центра до
граней второго и первого тетраэдров. Оно равно

= . Таким же будет и отношение ребер рас-

сматриваемых тетраэдров (второго к первому).
3-й случай. Одна из шестиугольных граней явля-

ется частью грани второго тетраэдра. Рассуждая так
же, как и во втором случае, получим, что объем об-

1
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щей части равен  объема второго, а ребро второго

равно  ребра первого. Следовательно, объем общей

части равен • =  от объема исходного тет-

раэдра.

8. Возможны четыре варианта ответа: (  – 1),

, , .

Плоскости оснований указанных пирамид пересе-
кают грани куба по прямым, образующим углы в 45°
со сторонами (ребрами) этой грани. Следовательно,
если какая-то грань рассматриваемого многогранни-
ка принадлежит грани куба, то эта грань — правиль-
ный восьмиугольник либо квадрат. С другой сторо-
ны, если плоскость основания одной из отрезаемых
пирамид пересекается с плоскостью основания дру-
гой, то угол между линией пересечения и стороной
основания равен 60°. Следовательно, если какая-то
грань рассматриваемого многогранника принад-
лежит основанию отрезаемой пирамиды, то эта
грань — правильный треугольник либо шестиуголь-
ник. Учитывая сказанное, рассмотрим несколько
случаев.

1-й случай. У рассматриваемого многогранника
есть грань в виде правильного восьмиугольника. Это
означает, что пирамиды при соответствующей грани
куба равны и сторона восьмиугольника равна сторо-
не основания пирамиды. Далее легко получим, что
все 8 пирамид равны между собой, а у рассматривае-
мого многогранника 6 граней имеют вид правиль-
ных восьмиугольников и 8 граней — правильные
треугольники. Если х — боковое ребро каждой из от-

резаемой пирамиды, то х  — сторона основания
(а также сторона каждого правильного восьмиуголь-
ника). Получим для х уравнение (считаем, что ребро

куба равно 1): х + х  + х = 1, откуда х = 1 – .
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Объем рассматриваемого многогранника будет равен

1 – 8• 1 – = (  – 1).

2-й случай. Одна из граней рассматриваемого
многогранника принадлежит грани куба, является
квадратом, и одна вершина этого квадрата лежит на
ребре куба. Этот случай возможен, если каждая вер-
шина указанного квадрата есть середина ребра гра-
ни куба. Более того, это имеет место для всех граней
куба. Боковое ребро каждой отрезанной пирамиды

равно . Объем искомого многогранника равен .

3-й случай. Одна из граней рассматриваемого
многогранника принадлежит грани куба и является
квадратом, все вершины которого расположены
внутри этой грани куба. Тогда все грани, приле-
жащие к ней, должны быть правильными шести-
угольниками. Эти шестиугольники равны, посколь-
ку у соседних из них есть общие ребра. Значит,
четыре пирамиды, соответствующие указанной гра-
ни, равны. Далее получаем, что все восемь пирамид
равны.

Пусть х — боковое ребро каждой из пирамид. Тог-

да сторона основания равна х , а сторона шести-

угольника равна x . Но сторона шестиугольника

равна (2х – 1)  (рис. 16). Приравнивая два этих вы-

ражения для длины стороны, по-

лучим, что х = .Объем пирами-

ды, у которой боковые ребра по-
парно перпендикулярны и равны

, равен . Заметим, что две от-

резаемые и соседние треугольные
пирамиды имеют общую часть.
Эта общая часть — треугольная
пирамида, у которой две соседние
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грани перпендикулярны и являются равнобедрен-
ными прямоугольными треугольниками с гипоте-

нузой (2х – 1) = . Ее объем равен . Таким обра-

зом, объем рассматриваемого многогранника равен

1 –  + = .

4-й случай. У рассматриваемого многогранника
нет граней, принадлежащих граням куба. Следова-
тельно, многогранник, ограниченный плоскостями
оснований отрезаемых пирамид (это октаэдр), распо-
ложен внутри куба. Наибольшим его объем будет,
если его вершинами являются центры граней куба.

В этом случае объем равен . А вообще объем полу-

чающегося октаэдра может меняться от 0 до .

9. Возможны два варианта ответа: , . В отли-

чие от предыдущей задачи здесь сказано, что все
вершины получившегося многогранника располо-
жены на ребрах октаэдра. Тогда возможны всего два
случая.

1-й случай. У получившегося многогранника
6 граней являются квадратами, а 8 граней — пра-
вильными шестиугольниками. Его объем составляет

 объема октаэдра.

2-й случай. У получившегося многогранника
6 граней — квадраты, а 8 — правильные треугольни-

ки. Его объем составляет  от объема октаэдра.

10. Сделав соответствующую развертку (рис. 17),
найдем, что кратчайший путь —  это средняя линия

трапеции с основаниями 2 и 1. Еe

длина равна .

11. Наибольшим будет ребро
правильного тетраэдра, вершина-
ми которого являются 4 вершины
куба. Вписав в единичный куб
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другой куб меньшего размера так, чтобы одна из вер-
шин совпала с вершиной исходного, и взяв в качест-
ве вершин тетраэдра 4 вершины нового куба, лежа-
щие на поверхности исходного, мы получим тетра-
эдр, вписанный в единичный куб с любым ребром,

меньшим  (его ребро равно диагонали грани мень-
шего куба).

7.4*. Октаэдр и икосаэдр
Этот параграф посвящен доказательству сущест-

вования икосаэдра (теорема 7.2)

Примерное планирование изучения материала
Данной теме посвящается один урок.
Задание на дом: разобраться в доказательстве

теоремы 7.2. Задачи 1, 3 (после параграфа 7.6).

7.5. Додекаэдр 
Додекаэдр вводится как многогранник, двойст-

венный икосаэдру (теорема 7.3). Таким образом, су-
ществование икосаэдра некоторым образом стано-
вится причиной существования додекаэдра.

Примерное планирование изучения материала
На изучение этого параграфа следует отвести

один урок, на котором начать решение задачи 2.
Задание на дом: закончить решение задачи 2; за-

дачи 4 и 5.

7.6. Взаимосвязь между всеми
правильными многогранниками
Основное содержание данного параграфа состоит

в том, что все семейство правильных многогранни-
ков тесно взаимосвязано. С помощью одного (любо-
го) из них можно получить все остальные. Главное
здесь — связь между кубом и додекаэдром. Следует
добавить также, что середины ребер правильного
тетраэдра служат вершинами октаэдра (в учебнике
этот факт не оговаривается).

2
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Примерное планирование изучения материала
Урок 1. Изучение теории. Задачи (на уроке и на

дом) 4, 5, 6, 11.
Урок. 2. Разбор домашнего задания. Решение за-

дач (на уроке и на дом) 7, 8, 9, 10.
Урок 3. Контрольная работа.

Указания к решению задач учебника

1. Ребро икосаэдра равно KQ = х  = (3 – )

(cм. доказательство теоремы 7.2 и рис. 116 в учеб-
нике).

2. Рассмотрим икосаэдр, вписанный в октаэдр с
ребром 1 (рис. 116 в учебнике). Найдем его объем.

Для этого из объема октаэдра  надо 12 раз вы-

честь величину, равную объему пирамиды LBPK.
А чтобы найти объем этой пирамиды, воспользуемся
теоремой 5.5 по отношению к паре пирамид LBPK и
АВСЕ (общая вершина В). Получим, что объем пи-

рамиды LBPK равен x2(1 – x). Таким образом, объ-

ем икосаэдра, вписанного в единичный октаэдр так,

как показано в теореме 7.2, равен  – x2(1 – x).

Ребро этого икосаэдра равно х . Но объем икосаэд-
ра пропорционален кубу ребра. Следовательно, чтобы
найти объем икосаэдра с ребром а, следует получен-

ную величину умножить на . Получаем, что

объем икосаэдра с ребром а равен a3.

Для упрощения вычислений мы не будем сразу заме-
нять х известным значением, а воспользуемся тем,
что из уравнения, определяющего х, следуют равен-
ства х2 = 3х – 1, х3 = 3х2 – х = 3(3х – 1) – х = 8х – 3.
После несложных преобразований найдем, что

объем икосаэдра равен a3 = (3 + )а3.

2 2
2
------- 5

2
3
-------

2
12
-------

2
3
------- 2

2

a3

2x3 2
------------------

1 – 3x2 + 3x3

6x3
----------------------------------------

5 3x – 1( )

6 8x – 3( )
---------------------------

5
12
------- 5
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Если О — центр октаэдра, то радиус описанного
шара равен ОР. По теореме косинусов R2 = ОР2 =

= МO2 + МP2 – MO•МР =  + х2 – x = 2х – =

= 2,5 – . То есть мы нашли радиус описанной сфе-

ры для икосаэдра с ребром х , где х = (3 – ).

Для икосаэдра с ребром а радиус описанного шара

равен .

Для вычисления радиуса вписанного шара в икоса-
эдр воспользуемся формулой теоремы 5.6. Все грани
этого икосаэдра — правильные треугольники со сто-

роной а. Его полная поверхность составляет 20 =

= 5a2 . Зная объем икосаэдра, получим, что радиус

вписанного в него шара равен а.

3. Рассмотрим икосаэдр, построенный при дока-
зательстве теоремы 7.2 (рис. 116 в учебнике). Най-
дем кратчайший путь между вершинами K и K1.
Пусть этот путь последовательно пересекает ребра
LP, LQ1 и Q1N1. Сделаем развертку. Получим па-
раллелограмм KPK1N1, составленный из четырех
правильных треугольников (рис. 18). Его диагональ
KK1 и есть искомое расстояние.
Находим ее по теореме косинусов:

KK1 = а .
4. Вновь рассмотрим икосаэдр,

соответствующий рисунку 116
учебника. Плоскости MQNPL и
M1Q1N1P1L1 параллельны между
собой и перпендикулярны диаго-
нали KK1. Плоскость, перпендику-
лярная KK1 и проходящая через
середину KK1, делит пополам все
отрезки с концами в плоскостях
MQNPL и M1Q1N1P1L1. Из этого

2 1
2
---

1
2
---

5

2 1
2
--- 5

a
2
---

1
2
--- 5 + 5( )

a2 3
4

--------------

3

3 3 + 15
12

-------------------------------

N1

K1

Q1

L

K

P

Рис. 18

7

2153990o2.fm  Page 95  Tuesday, April 29, 2014  10:40 AM



96

следует, что указанное сечение есть правильный де-
сятиугольник, стороны которого в 2 раза меньше ре-
бер икосаэдра.

5. Пусть О — центр октаэдра (и вписанного в не-
го икосаэдра — см. рис. 116 учебника). Двугранные
углы икосаэдра есть удвоенные двугранные углы
при основании правильных пирамид с общей верши-
ной в О и основаниями — гранями икосаэдра. Если
ребро икосаэдра равно а, то стороны оснований ука-
занных пирамид также равны а, боковые ребра рав-
ны радиусу описанного около икосаэдра шара, а вы-
сота равна радиусу вписанного в икосаэдр шара

r = а . Eсли ϕ — двугранный угол при

основании указанной пирамиды, то tg ϕ =  =

= . Найдем sin 2ϕ =  = . А по-

скольку ϕ > , двугранные углы икосаэдра равны

π – arcsin .

6. Углы между диагоналями икосаэдра равны уг-
лу при вершине равнобедренного треугольника с ос-
нованием а (ребро икосаэдра) и боковыми сторонами
R (радиус описанного шара). Этот угол равен

arccos  = arccos .

7. Можно доказать, что больше шести прямых,
образующих попарно равные углы, провести нельзя.
Кроме того, если в пространстве проведены 6 пря-
мых, все углы между которыми равны, то каждый
из этих углов равен углу между диагоналями икоса-
эдра.

8. Рассмотрим додекаэдр, вписанный в икосаэдр
с ребром 1 (двойственный додекаэдр). Пусть Q —
центр икосаэдра (а также додекаэдра), АВС — ка-
кая-то грань икосаэдра, Р — центр АВС (Р — одна из
вершин додекаэдра), М — середина АВ, Е и K —
проекции Р на ОА и ОМ соответственно. Рассмотрим
пять граней икосаэдра с общей вершиной А. Центры

3 3 + 15
12

-------------------------------

2r 3
a

--------------

3 + 15
2

----------------------

2tg ϕ
1 + tg2ϕ
------------------------

2
3
---

π

4
---

2
3
---

5
5
-------

1

5
-------
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этих граней — вершины соответствующей грани до-
декаэдра. Плоскость этой грани перпендикулярна
ОА. Следовательно, Е принадлежит указанной гра-
ни додекаэдра. Пусть ABD — также грань икосаэд-
ра,   Q — ее центр, тогда PQ есть ребро рассматривае-
мого додекаэдра и PQ проходит через Е. ОА и ОР —
соответственно радиусы описанного и вписанного
шара для рассматриваемого икосаэдра (ОР — также
радиус описанного шара для рассматриваемого доде-
каэдра). Значит (см. задачу 2):

ОР2 = = , (1)

OA2 = (5 + ). (2)

Нетрудно найти

OM2 = OP2 + PM2 =  + = . (3)

Далее будем действовать поэтапно.
1) Найдем PQ. По теореме косинусов 

РQ2 = MP2 + МQ2 – 2MP•MQcos β, 
где β — двугранный угол икосаэдра. После простых
преобразований найдем, что ребро двойственного к
единичному икосаэдру додекаэдра 

b = PQ = .                                               (4)

2) Найдем сначала отношение объемов рассматри-
ваемых додекаэдра и икосаэдра. Заметим, что объ-

емы пирамид ОРKЕ и ОРАМ составляют  часть

объемов додекаэдра и икосаэдра. Следовательно, от-
ношение объемов этих пирамид равно отношению
объемов рассматриваемых додекаэдра и икосаэдра.
Итак, искомое отношение объемов равно

• = • = = λ. (5)

Мы знаем (см. задачу 2), что объем единичного
икосаэдра равен

V1 = (3 + ). (6)

3 3 + 15
12

-------------------------------

2 7 + 3 5
24

-----------------------

1
8
--- 5

7 + 3 5
24

-----------------------

1
12
-------

3 + 5
8

-------------------

1 + 5
6

-------------------

1
120
----------

OE
OA
---------

OK
OM
-----------

OE•OA
OA2

----------------------

OK•OM
OM2

------------------------

OP4

OA2
•OM2

------------------------------

5
12
------- 5
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Объем двойственного к единичному икосаэдру до-
декаэдра равен λV1. Нам надо найти отношение объ-

ема додекаэдра к кубу его ребра, т. е. величину .

Заменяя в этой дроби все величины по формулам

(1)—(6), получим, что она равна . Следова-

тельно, объем додекаэдра с ребром а равен

a3.

3) Найдем радиус шара, описанного около додека-
эдра с ребром а. Мы знаем радиус шара, описанного
около додекаэдра, двойственного к единичному ико-
саэдру: он равен ОР (1), а также ребро этого додека-
эдра b (4). Значит, радиус шара, описанного около

додекаэдра с ребром а, равен а.

4) Радиус шара, вписанного в двойственный к
единичному икосаэдру додекаэдр (с ребром b), равен

ОЕ = = . Радиус шара, вписанного в до-

декаэдр с ребром а, равен а = а.

9. Поскольку две соседние грани додекаэдра пер-
пендикулярны двум соответствующим диагоналям
двойственного икосаэдра, это означает, что двугран-
ный угол между соседними гранями додекаэдра до-
полняет до π угол между диагоналями икосаэдра

(см. задачу 6) и равен π – arccos .

10. Рассмотрим две противоположные грани доде-
каэдра. Плоскость, параллельная этим граням и рав-
ноудаленная от них, пересекает 10 оставшихся гра-
ней в серединах ребер, не имеющих общих концов с
вершинами данных граней. В результате сечение бу-
дет представлять собой правильный десятиугольник.

11. Поскольку пятиугольники ABCDE и ВCЕFK
симметричны относительно плоскости, перпенди-
кулярной ВС и проходящей через середину ВС,
АK = DE = BE = BD. Таким образом, пирамида

λV1

b3
----------

15 + 7 5
4

--------------------------

15 + 7 5
4

--------------------------

3 + 15
4

---------------------------

OE•OA
OA

----------------------

OP2

OA
------------

OE
b

---------

2 + 5

2 5 + 5( )

--------------------------------

1

5
-------
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BDEC правильная, а сторона СЕ перпендикулярна
BD. Но СЕ параллельна BF. Значит, BF перпендику-
лярна BD.

Дополнительные задачи

1. Единственный правильный многогранник, кото-
рый может быть разрезан на правильные много-
гранники, — это правильный тетраэдр. Как это
можно сделать?

2. Сколько различных диагоналей у икосаэдра?
(Ответ: 6 больших и 30 малых, всего 36.)

3. Сколько всего диагоналей у додекаэдра (диа-
гональю считаем отрезок, соединяющий две вер-
шины и не лежащий на поверхности)? (Ответ:
90. Из каждой вершины выходит 9 диагоналей.)

4. Через каждое ребро правильного тетраэдра про-
ведена плоскость, параллельная противополож-
ному ребру. Является ли правильным получив-
шийся многогранник? Если да, то как он назы-
вается? (Ответ: куб.)

5. Найдите двугранные углы додекаэдра. Ответ:

двугранные углы октаэдра дополняют до π углы
между большими диагоналями икосаэдра, —
см. задачу 6 из параграфа 7.6. Значит, они равны

π – arccos .

6. Сторона основания правильной треугольной
пирамиды равна 1, а двугранные углы между

боковыми гранями равны . Найдите объем

этой пирамиды. Ответ: объем этой пирамиды

составляет  объема единичного икосаэдра,

т. е. он равен (3 + ).

7. Какими равными правильными многогранни-
ками можно заполнить пространство (соприка-

1

5
-------

2π
5
-------

1
20
-------

1
48
------- 5
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сающиеся многогранники имеют либо общую
грань, либо общее ребро, либо общую вершину)?
(Ответ: только кубами.)

8. Найдите длины всех диагоналей икосаэдра с

ребром 1. Ответ: наибольшая диагональ равна

2R = , см. задачу 2 из параграфа 7.6.

Проведем две большие диагонали икосаэдра. Со-
единив их концы, получим прямоугольник, одна
сторона которого равна 1, а другая — меньшая
диагональ. Отсюда найдем меньшую диагональ,

равную  + 1.

9. Найдите длину наибольшей диагонали додекаэд-

ра с ребром 1. Ответ: 2R = (  + ).

10. Рассмотрите 5 правильных многогранников с
ребром 1. Расположите в порядке возрастания
их объемы, полные поверхности, радиусы опи-
санных шаров, радиусы вписанных шаров.
(Ответ: для всех величин порядок одинаков:
тетраэдр, октаэдр, куб, икосаэдр, додекаэдр.)

Контрольная работа № 4

Вариант 1

1. Чему равна полная поверхность икосаэдра с реб-
ром а?

2. Сколько ребер у додекаэдра?
3. Найдите двугранные углы при боковых ребрах

правильной треугольной пирамиды, если отно-
шение ее высоты к боковому ребру равно отно-
шению радиуса шара, вписанного в октаэдр,
к ребру октаэдра.

4. Чему равен угол между плоскостями, содержа-
щими две не соседние и не параллельные грани
додекаэдра?

1
2
--- 5 + 5( )

1
2
---

1
2
--- 3 15
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Вариант 2

1. Чему равна полная поверхность октаэдра с реб-
ром а?

2. Сколько ребер у икосаэдра?
3. Найдите двугранные углы между соседними

боковыми гранями правильной пятиугольной
пирамиды со стороной основания, равной 1, и
высотой, равной радиусу шара, вписанного в до-
декаэдр с ребром 1.

4. Пусть АВС и ВСD — две грани икосаэдра. Рас-
смотрим две отличные от данных грани с ребра-
ми АВ и СD. Чему равен угол между плоскостя-
ми этих граней?

Ответы и указания для учителя 

Вариант 1. 1. 5a2. 2. 30. 3. Если мы соединим
центр oктаэдра с его вершинами, то разобьем ок-
таэдр на пирамиды указанного вида. К каждому
боковому ребру прилежит четыре интересующих нас
двугранных угла. Их сумма равна 2π. 4. Центры до-
декаэдра — вершины двойственного икосаэдра. Сле-
довательно, диагонали двойственного икосаэдра
перпендикулярны граням додекаэдра и угол между
любой парой плоскостей, содержащих грани додека-
эдра, равен углу между диагоналями икосаэдра
(см. задачу 6 к параграфу 7.6).

Вариант 2. 1. 2a2 . 2. 30. 3. Если мы соединим
центр додекаэдра с его вершинами, то разобьем окта-
эдр на пирамиды указанного вида. К каждому боко-
вому ребру прилежит три интересующих нас дву-
гранных угла. Их сумма равна 2π. 4. Рассмотрим
икосаэдр, вписанный в октаэдр, как при доказатель-
стве теоремы 7.2 (см. рис. 116 в параграфе 7.4 учеб-
ника). При этом грани АВC и ВСD расположим так,
чтобы они не принадлежали граням октаэдра. Тогда
две другие грани икосаэдра будут принадлежать
двум не соседним граням октаэдра. Следовательно,
искомый угол равен углу между плоскостями двух
не соседних граней октаэдра, т. е. равен углу между
боковыми сторонами равнобедренного треугольника
с основанием 1 и боковой стороной .

3

3( ) 2⁄
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Глава 8

...........................................................
Координаты и векторы в пространстве

Безусловно, координатный и векторный методы
являются важнейшими в геометрических исследо-
ваниях. Однако в данном учебнике объем теоретиче-
ского материала, посвященного этому важнейшему
разделу, на первый взгляд представляется не слиш-
ком большим. Тем не менее с формальной точки зре-
ния в учебнике имеются все или почти все сведения,
включаемые в традиционные школьные курсы сте-
реометрии, правда, излагаются они очень лаконич-
но. С другой стороны, в учебнике отсутствуют мно-
гие факты соответствующей теории, которые в пос-
леднее время часто включаются в программы для
физико-математических школ и классов. Все это со-
ответствует авторской позиции и авторской концеп-
ции. Дело в том, что подробная теория векторного и
координатного метода изучается в высшей школе в
курсе аналитической геометрии, и нет никакой не-
обходимости излагать этот курс в школе сокращенно
и примитивно. Однако главное не в том, а точнее, не
только в том, что в вузе предстоит в лучшем случае
учить выпускника школы заново, а в худшем — пе-
реучивать. В конце концов, не все дети пойдут в вуз.
Главное в том, что этот метод не совсем соответству-
ет целям обучения школьной геометрии, как их по-
нимает автор учебника. Основной целью обучения
стереометрии является развитие пространственного
воображения, в то время как координатный и век-
торный методы менее всего помогают достижению
этой цели. Более того, в определенном смысле их
роль — компенсировать недостатки пространствен-
ного воображения и даже заменить его.

В данном курсе координаты и векторы играют
несколько иную роль. Они являются инструментом
повторения. С их помощью мы получаем возмож-
ность повторить весь курс, рассматривая многие
факты с новой точки зрения. Кроме того, во многих
примерах и предлагаемых задачах автор показыва-
ет, что, перейдя от геометрии к алгебре с помощью
векторов или координат, нельзя полностью забывать
о геометрии. Геометрические интерпретации могут
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существенно облегчить формально алгебраические
рассмотрения и даже выкладки.

Теоретическое содержание всей главы 8 достаточ-
но традиционно, изложение сходно с изложением
соответствующего раздела в курсе планиметрии это-
го же автора. Правда, система задач несколько от-
личается от традиционного подбора, но это также
характерно для всего данного курса геометрии. Сле-
дует все же заметить, что по сравнению с курсом
планиметрии количество задач явно уменьшено. По-
этому учитель, тяготеющий к рассматриваемым в
главе разделам и методам, может добавить задачи из
других учебников и пособий.

8.1. Декартовы координаты 
в пространстве
8.2. Формула расстояния между 
двумя точками. Уравнение сферы
Содержание этих двух параграфов вполне тради-

ционно. Следует обратить внимание на очевидные
аналогии с планиметрией.

Предметные результаты для параграфа 8.1:
— объяснять и иллюстрировать понятия декар-

товой системы координат в пространстве;
— формулировать определение декартовых пря-

моугольных координат точки в пространстве;
— вычислять расстояния между двумя точками,

заданными координатами;
— задавать сферу уравнением;
— решать задачи с использованием уравнения

сферы.

Предметные результаты для параграфа 8.2:
— иллюстрировать применение формул расстоя-

ния между двумя точками и уравнения сферы;
— решать задачи на вычисления и доказательство

с использованием изученных формул.

Примерное планирование изучения материала
Урок 1. Изложение теории, содержащейся в пара-

графе 8.1 и 8.2. Задачи 1, 2, 4 к параграфу 8.2.
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Задание на дом: задачи 3, 5, 6 к параграфу 8.2.
Урок 2. Разбор домашнего задания. Решение задач

(в классе и дома) 7, 8, 9, 10, 11. Можно воспользо-
ваться также задачами из дополнительного списка.

Указания к решению задач учебника
2. Пусть координатами точки М будут (х; 0; 0).

Из равенства AM = MB получаем уравнение (х + 2)2  +

+ 16 + 1 = (х – 1)2 + 1 + 4, из которого найдем х = – .

3. Точка, лежащая в плоскости xOy, имеет ко-
ординату (х; у; 0). Из ее равноудаленности от
трех заданных точек получим систему уравнений:

x2 + у2 + 9 = x2 + (у – 4)2 = (x – 5)2 + y2, откуда х = ,

у = . Координаты остальных точек определяются

аналогично.
4. Радиус заданной сферы равен расстоянию меж-

ду ее центром, точкой О и точкой на сфере — нача-
лом координат.

5. Центр этой сферы — середина отрезка АВ, его
координаты (–1; 1; 1); радиус — половина АВ.

6. Пусть центр данной сферы — точка О с коорди-
натами (0; y; 0). Из условия OA = OB = R находим,
что y = 2, R = 3.

7. Выделяя полные квадраты по х, у и z, исходное
уравнение можно привести к виду: 

х +  + (у + 1)2 + z + = .

8. Радиус данной сферы равен расстоянию от точ-
ки Q до плоскости yOz, т. е. 1.

9. Точка касания — проекция центра сферы на
ось Ox. Ее координаты (3; 0; 0) (далее см. решение
задачи 4).

10. Координаты центра второй сферы (0; 1; 0), ее
радиус — 1 (см. решение задачи 7). Из условия, что
расстояние между центрами касающихся сфер равно
сумме их радиусов (касание внешним образом) или
их разности (внутреннее касание), находим, что ра-
диус искомой сферы равен  ± 1.

5
2
---

8
5
---

7
8
---

1
2
---

2 3
2
---

2 7
2
---

6
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11. Пусть центр данной сферы — точка Q(x; у; z).
Из условия, что сфера проходит через четыре задан-
ные точки, получаем систему уравнений: x2 + y2 +
+ z2 = (x – 3)2 + y2 + z2 = x2 + (у – 4)2 + z2 = x2 + y2 +

+ (z – 5)2 (что равно R2), откуда х = , у = 2, z = 

и R = .

8.3. Уравнение плоскости
В этом параграфе доказывается одна важная тео-

рема 8.1 (общее уравнение плоскости). Следует обра-
тить внимание на то, что эта теорема состоит из двух
частей — прямого и обратного утверждения. Дока-
зательство теоремы 8.1 несколько отличается от
традиционных. Обычно при выводе уравнения плос-
кости так или иначе в явной форме используются
факты из векторной алгебры, рассматривается аф-
финное пространство, а плоскость задается точкой и
парой векторов (или тремя точками, что, по сути, то
же самое). В предлагаемом же рассуждении исполь-
зуется иной способ задания плоскости (как множест-
во перпендикуляров к данной прямой, проходящих
через данную точку), основанный на свойствах евк-
лидового пространства. Строго говоря, такое доказа-
тельство опирается и на элементы векторной алгеб-
ры (свойства скалярного произведения), но в неяв-
ной форме.

Предметные результаты:
— решать задачи с использованием уравнения

плоскости.

Примерное планирование изучения материала

Урок 1. Доказательство основной теоремы. Реше-
ние задачи, данной в тексте параграфа.

Задание на дом: изучить доказательство теоре-
мы. Задачи 1, 2, 4.

Урок 2. Задачи 3, 5, 7, 8.
Задание на дом: задачи 9, 10.

3
2
---

5
2
---

5 2
2

-----------
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Указания к решению задач учебника

1. Точка A(3; –2; 4) — проекция точки O(0; 0; 0)
на заданную плоскость. Далее см. доказательство
теоремы 8.1.

2. Плоскость, задаваемая уравнением

  +  +  – 1 = 0, 

проходит через точки (а; 0; 0), (0; b; 0) и (0; 0; с).

3. Система уравнений 

не имеет решений при d1  d2. Значит, указанные
плоскости не имеют общих точек.

4. Искомое уравнение имеет вид: 2x – у – 3z + d = 0
(см. задачу 3). Подставив вместо х, у и z координаты
точки (–2; 0; 3), найдем d.

5. Середина АВ — точка A0(–2; –1; 2) — является
проекцией точки А на искомую плоскость. Далее см.
доказательство теоремы 8.1.

6. Подставив координаты заданных точек в урав-
нение плоскости, получим систему:

Из этой системы d = 0, а значения a, b и с находят-
ся с точностью до пропорциональности.

7. Пусть точка касания A0 имеет координаты
(m0; n0; p0), тогда искомое уравнение имеет вид
ax + by + cz + d = 0, где а = –m0, b = –n0, с = –p0 и

d =  +  +  (см. доказательство теоремы 8.1,
точка A0 — проекция центра сферы точки O(0; 0; 0)
на данную плоскость). Из условия параллельности

плоскостей следует, что = = , а так как

точка A0 лежит на сфере, то m0
2 + n0

2 + p0
2 = 1. Из этой

системы m0 = ± , n0 = ±  и p0 = ± .

x
a
---

y
b
---

z
c
---

ax + by + cz + d1 = 0,
ax + by + cz + d1 = 0

=

–3a + c + d = 0,

2a + b – c + d = 0,

–2a + 2b + d = 0.

m0
2 n0

2 p0
2

–m0

1
------------

–n0

2
----------

–p0

3
----------

1

14
-----------

2

14
-----------

3

14
-----------
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8. Напишем уравнение плоскости, проходящей
через точки А, В и С, и проверим, что координаты
точки D удовлетворяют этому уравнению.

9. Пусть точка А(x0; у0; z0) — проекция начала
координат на данную плоскость. Тогда уравнение
–x0x – у0у – z0z +  +  +  = 0 задает ту же плос-

кость (см. доказательство теоремы 8.1), т. е. =

= = = . Кроме того, так как точка

А лежит в данной плоскости, то x0 – 2у0 + 3  – 5 = 0.

Отсюда х0 = , y0 = –  и z0 = . Вообще, расстоя-

ние от точки с координатами (x0; у0; z0) до плоскости

ax + by + cz + d = 0 равно . Эту фор-

мулу нетрудно доказать, используя скалярное про-

изведение векторов.

10. Центр заданной сферы имеет координаты
(0; 0; 1) (см. решение задачи 7 из параграфа 8.2).
Пусть точка касания А0 имеет координаты (m0; n0; р0),
тогда искомое уравнение имеет вид ax + by + cz + d = 0,
где a = –m0, b = –n0, c = 1 – p0 и d =  +  +  –
p0 (см. доказательство теоремы 8.1, точка A0 — про-
екция центра сферы на данную плоскость). Из усло-
вия, что точки (3; 0; 0) и (0; –2; 0) лежат в данной
плоскости, а точка А0 — на сфере, получаем систему
уравнений:

Из этой системы m0 = n0 = р0 = 0 или m0 = ,

n0 = –  и p0 = .

x0
2 y0

2 z0
2

–x0

1
----------

–y0

–2
----------

–z0

3
----------

x0
2 + y0

2 + z0
2

–5
----------------------------------

z0
2

5
14
-------

10
14
-------

15
14
-------

ax0 + by0 + cz0 + d

a2 + b2 + c2
---------------------------------------------------------

m0
2 n0

2 p0
2

–3m0 + m0
2 + n0

2 + p0
2 – p0 = 0,

2n0 + m0
2 + n0

2 + p0
2 – p0 = 0, 

m0
2 + n0

2 + p0
2 – 2p0 = 0.    

24
49
-------

36
49
-------

72
49
-------
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8.4. Уравнение прямой линии
Предметные результаты:
— решать задачи с использованием уравнения

прямой.

Примерное планирование изучения материала
Урок 1. Изучение теории. Задачи 1, 3, 5.
Задание на дом: задачи 2, 4, 6.
Урок 2. Разбор домашнего задания. Задачи 8, 9.
Задание на дом: задачи 7, 10.

Указания к решению задач учебника
2. Например:

 –  +  –  = 0.

3. Уравнение прямой АВ имеет вид: =

= = . Точка пересечения данной прямой с

плоскостью хOу имеет координаты (х; у; 0). Под-
ставляя их в уравнение прямой, мы получим:

= = 5, откуда х = 23, у = –17. Координаты

точек пересечения с другими координатными плос-
костями определяются аналогично.

4. Данная прямая задается равенством =

= = . Остается добавить уравнение плос-

кости и решить получившуюся систему.
5. Геометрическое место точек (гмт) плоскос-

ти, равноудаленных от точек А и В, — это плоскость,
перпендикулярная отрезку АВ и проходящая через
его середину (аналог серединного перпендикуляра
на плоскости). Ее уравнение 2x + 14y + 22z – 21 = 0
(см. решение задачи 5 из параграфа 8.3). Аналогич-
но для точек А и C — плоскость 2x – 5y – z – 7 = 0.
Прямая пересечения этих двух плоскостей и будет
искомым гмт.

6. Плоскости, параллельные плоскости хOy
(z = z0, 0 � z0 � h), пересекают поверхность, задавае-

x – a
a2 – a1
--------------------

y – b
b2 – b1
-------------------

2 y – b1

b2 – b1
-------------------

z – c
c2 – c1
------------------

2

x + 2
5

---------------

y – 3
–4

--------------

z – 5
–1

--------------

x + 2
3

---------------

y – 3
–4

--------------

x – 3
–1

--------------

y – 2
–1

--------------

z – 1
2

--------------
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мую этим уравнением по окружностям, центры ко-
торых лежат на оси Oz (O(0; 0; z0)). Радиусы данных
окружностей обратно пропорциональны z0 — рас-
стоянию от начала координат до соответствующей
плоскости (при z0 = h радиус равен нулю, и это точ-
ка). Таким образом, данное уравнение задает боко-
вую поверхность конуса, ось которого лежит на оси
Oz, радиус основания — rh, высота — h.

7. Пусть заданная прямая пересекает ось Oх в точ-

ке (x1; 0; 0). Тогда она задается равенством =

= =  (*). Пусть она пересекает прямую

х = 1, у = –2 в точке (1; –2; z1). Подставив координа-
ты этой точки в (*), получим систему уравнений:

= 2 = , откуда x1 = z1 = 2.

Другой способ решения: если написать уравнения
двух плоскостей, проходящих через заданную точку
и прямые Ox и х = 1, у = –2 соответственно, то пря-
мая пересечения этих плоскостей и будет искомой.

8. Найдем наименьшее расстояние между точкой
A(4; –3; 5) и точкой Р на прямой x = y = z. Пусть
точка Р имеет координаты (а; а; а). Тогда АР2 =
= (a – 4)2 + (a + 3)2 + (a – 5)2. Раскрыв скобки и выде-
лив полный квадрат, получим: AP2 = 3(a – 2)2  + 38.
Таким образом, минимум достигается при а = 2,
а значит, точка P(2; 2; 2) является проекцией точки А
на прямую x = y = z. Пусть теперь точка А1 симмет-
рична точке А относительно данной прямой, тогда
точка Р — середина отрезка АА1. Остается только
применить формулу для координат середины отрезка.

9. Прямая АВ задается равенством =

= =  или х = 3у – 11, z = 5y – 27. Таким об-

разом, произвольная точка на прямой AВ имеет ко-
ординаты (3у – 11; у; 5у – 27), а точка на оси Ox —
(x; 0; 0). Квадрат расстояния между такими точками

x – 3
x1 – 3
-----------------

y – 2
–2

--------------

z + 2
2

--------------

–2
x1 – 3
-----------------

z1 + 2

2
-----------------

x – 4
3

--------------

y – 5
1

--------------

z + 2
5

--------------
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равен (3у – 11 – х)2 + y2 + (5у – 27)2 = (3у – 11 – x)2 +

+ y –  – . Минимальное значение это

выражение принимает при y =  и x = 3y – 11.

Другой способ решения: спроектируем наши пря-
мые на плоскость, перпендикулярную оси Ox (плос-
кость yOz). При этом ось Oх перейдет в начало коор-
динат, точка А(4; 5; –2) — в точку A′(0; 5; –2), а точка
В(7; 6; 3) — в B′(0; 6; 3). Тогда искомое расстояние
равно расстоянию от начала координат до прямой
A′B′ (см. параграф 4.3). Уравнение прямой A′B′ в

плоскости yOz имеет вид: 5y – z – 27 = 0. На плоскос-

ти расстояние от точки (х1; у1) до прямой ах + bу + с =

= 0 может быть найдено по формуле .

10. Достаточно найти уравнения плоскостей, про-
ходящих через точку А и параллельных плоскос-
тям x – 2y – 3z = 0 и 2x + y – z = 2 соответственно
(см. решение задачи 4 из параграфа 8.3). Ответ:
x – 2y – 3z + 4 = 0, 2x + y – z – 2 = 0.

8.5. Векторы в пространстве 
8.6. Теорема о единственности 
представления любого вектора 
в пространстве через три 
некомпланарных вектора 
Содержание этих параграфов вполне традицион-

но. Главный упор следует сделать на отработку соот-
ветствующей техники.

Предметные результаты для параграфа 8.5:
— формулировать определения: вектора в про-

странстве; коллинеарных векторов; суммы, разнос-
ти двух векторов; произведения вектора на число;

— формулировать свойства линейных операций
над векторами и иллюстрировать их, используя
изображения многогранников;

26 135

26
-----------

2 272

26
----------

135
26
----------

ax1 + by1 + c

a2 + b2
------------------------------------------

2153990o2.fm  Page 110  Tuesday, April 29, 2014  10:40 AM



111

— решать задачи с использованием векторов, с за-
данными координатами.

Предметные результаты для параграфа 8.6:
— формулировать определения: компланарных

векторов; векторного базиса на плоскости и в про-
странстве; теоремы о разложении вектора по двум
неколлинеарным и трем некомпланарным векторам;

— раскладывать вектор по некомпланарным век-
торам;

— решать задачи векторным методом: переводить
условие геометрической задачи в векторную терми-
нологию, выполнять алгебраические операции над
векторами и полученный в векторной форме резуль-
тат переводить обратно на геометрический язык.

Примерное планирование изучения материала

Урок 1. Изучение теории. Задачи 1, 3а, 4а.
Задание на дом: повторить соответствующий раз-

дел планиметрии, задачи 2, 3б, 4б.
Урок 2. На уроке и на дом — решение задач 4, 5,

6а, б, в.

Указания к решению задач учебника

2. = = = (3; 0; –3).

3. a) = = (–1; 1; –2), откуда находим коор-

динаты точки D. Из равенства  =  =  =

= = (–2; 2; 2) находим координаты остальных
вершин.

б) Точка О с координатами (–1; 1; 1) — середина

АС, а точка O1 с координатами –3; ; 1 — середи-

на В1D1. Тогда  =  =  =  = =

= –2; – ; 0 . Отсюда находим координаты остав-

шихся вершин параллелепипеда.
4. Можно непосредственно вычислить ответ, вос-

пользовавшись ответом предыдущей задачи, однако
для упрощения решения можно использовать сле-

AA1 BB1 CC1

BA CD

AA1 BB1 CC1

DD1

1
2
---

AA1 BB1 CC1 DD1 OO1

1
2
---
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дующие равенства:  +  = 0,  +  =

= 2  и  +  +  +  = 4 .

5. Пусть  = х  + у  + z . Тогда, подставляя в это
равенство координаты векторов, получаем систему
уравнений:

откуда х = 0, у = 1, z = 2.

6. a) =  +  + =  +  + ;

=  +  + = –  +  + ; =

=  +  + = –  –  + ; =  +

+  + = –  +  + .

б) Из предыдущего пункта  = (  + ),

= (  – ) и = (  – ). Кроме

того, аналогично пункту а)  =  +  =

=  –  + .

в) Аналогично пункту а)  =  + ,

=  + ,  =  + . Отсюда  =

= (  +  – ), = (  +  – ).

Кроме того, =  + = (  +  + ).

8.7. Скалярное произведение векторов
Определение скалярного произведения и его свой-

ства такие же, как и в планиметрии. Не меняются и
способы доказательства всех утверждений.

Предметные результаты:
— формулировать определения: угла между дву-

мя ненулевыми векторами; скалярного произведе-
ния двух ненулевых векторов;

AB CD AA1 BB1

AA1 AB1 BC1 CD1 DA1 AA1

a m n p

x + y = 1,
x + z = 2,
y + z = 3,

AC1 AB BC CC1 AB AD AA1

BD1 BA AD DD1 AB AD AA1 CA1

CD DA AA1 AB AD AA1 DB1 BC

AB BB1 AD AB AA1

AA1
1
2
--- AC1 CA1

AB 1
2
--- AC1 BD1 AD 1

2
--- BD1 CA1

AB1 AB AA1

AC1
1
2
--- BD1

1
2
--- CA1

AB1 AB AA1

AD1 AD AA1 AC AB AD AD
1
2
--- AD1 AC AB1 AA1

1
2
--- AB1 AD1 AC1

AC1 AC AA1
1
2
--- AD1 AC AB1
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— формулировать признак перпендикулярности
двух векторов;

— используя изображения куба, правильного тет-
раэдра, прямоугольного параллелепипеда, вектор-
ным методом доказывать параллельность и пер-
пендикулярность прямых и плоскостей, содержа-
щих ребра, грани и сечения этих многогранников;

— с помощью скалярного произведения находить
величины углов между прямыми и плоскостями,
вычислять длины отрезков, расстояния от точки до
прямой и плоскости, используя модели и изобра-
жения куба, правильного тетраэдра.

Примерное планирование изучения материала

Урок 1. Повторение свойств скалярного произве-
дения (по учебнику «Планиметрия»). Задачи 1, 4.

Задание на дом: задачи 2, 3, 5.
Урок 2. Задачи 7, 8, 9.
Задание на дом: задачи 6, 10.
Урок 3. Контрольная работа.

Указания к решению задач учебника

1. Угол между векторами  и  можно найти по

следующей формуле: cos ∠ ( , ) = , где ска-

лярное произведение векторов находится по свойст-
ву 6 (см. параграф 8.7).

2. Пусть А(x1; у1; z1) и В(x2; y2; z2) — две различ-
ные точки данной плоскости, т. е. их координаты
удовлетворяют уравнению данной плоскости. Вычтя
из второго равенства первое, после преобразований
получим: а(х2 – x1) + b(y2 – у1) + с(z2 – z1) = 0, т. е.

скалярное произведение векторов  и  равно ну-
лю. Таким образом, вектор  перпендикулярен лю-
бому вектору (любой прямой) данной плоскости.

3. Угол между плоскостями равен углу между
векторами, им перпендикулярными, или дополняет
данный угол до 180° (угол между плоскостями —
всегда острый, см. определение 14 из парагра-
фа 1.7). Воспользовавшись результатом предыду-

a b

a b a•b

a • b
---------------

n AB
n
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щей задачи, несложно найти векторы, перпендику-
лярные каждой из плоскостей.

4. =  +  +  (см. задачу 6 из преды-
дущего параграфа). По свойствам скалярного произ-
ведения: 

 = •  = 

= (  +  + )•(  +  + ) =

= 2 + 2 +  + 2( •  + •  +

+  • ) = 4 + 16 + 9 + 2 (0 + 3 + 6 ) = 35 + 12 .

5. Введем декартову систему
координат, как показано на ри-
сунке 19, с единичным отрезком,
равным длине ребра куба (это есте-
ственная декартова система ко-
ординат для куба). В этой системе
координат вершины куба имеют
следующие координаты: А(0; 0; 0),
В(1; 0; 0), С(1; 1; 0), D(0; 1; 0),
A1(0; 0; 1), B1(1; 0; 1), C1(1; 1; 1) и

D1(0; 1; 1). Далее, вычислив координаты векторов,
можно найти требуемые углы (см. задачу 1).

6. Введем декартову систему координат с нача-
лом в одной из вершин параллелепипеда и осями,
направленными по его ребрам, и с единичным от-
резком, равным наименьшему из ребер. В этой сис-
теме вершины параллелепипеда имеют следующие
координаты: (0; 0; 0), (1; 0; 0), (0; 2; 0), (1; 2; 0),
(0; 0; 3), (1; 0; 3), (0; 2; 3), (1; 2; 3). Далее аналогич-
но предыдущей задаче.

7. Для любых точек A, В, С и D верно:  =  +

+ ,  = –  – , =  +  + . Под-

ставив вместо векторов ,  и  эти выраже-
ния, мы получим требуемое равенство.

8. Пусть координаты точки K (x; 0; 0), N — (0; у; 0)
и М — (0; 0; z). Перпендикулярность прямых KА,

NA и MА означает, что •  = • =

= • = 0. Записав данные скалярные произ-

AC1 AB AD AA1

AC1

2
AC1 AC1

AB AD AA1 AB AD AA1

AB AD AA1
2 AB AD AB AA1

AA1 AD 2 2

A B

A1

D1 C1

B1

CD
x

z

y

Рис. 19

AC AB

BC DB CD BC AD AB BC CD

AC DB AD

KA NA KA MA

MA NA
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ведения в координатной форме (свойство 6 и пара-
граф 5.7), мы получим систему уравнений, из кото-

рой находим х = 7, у = , z = .

9. Возьмем на заданных лучах единичные векто-
ры , ,  и . Тогда (  +  +  + )2  � 0. Раскрывая
левую часть данного неравенства по свойствам ска-
лярного произведения и учитывая, что длины векто-
ров равны 1, получаем требуемое неравенство.

10. Возьмем внутри тетраэдра произвольную точ-
ку и опустим из нее перпендикуляры ко всем гра-
ням. Для этих лучей справедливо утверждение пре-
дыдущей задачи, а углы между этими лучами
дополняют до 180° двугранные углы тетраэдра.

11. Докажем, что попарные скалярные произве-
дения направляющих векторов биссектрис имеют
один и тот же знак (или все равны нулю). Это и будет
означать, что все три указанных угла одновременно
либо острые, либо тупые, либо прямые. Пусть еди-
ничные векторы , ,  лежат на сторонах трехгран-

ного угла, тогда векторы  + ,  +  и  +  лежат на
биссектрисах его плоских углов. Все их попарные
скалярные произведения равны между собой и равны

 =  = = 1.

Дополнительные задачи
1. Найдите координаты середины отрезка с конца-

ми А (–1; 2; 0) и B(0; –3; 5).
2. Найдите координаты точки пересечения медиан

треугольника с вершинами A(1; 2; 3), В (–2; 4; –1),
С(–3; 5; –6). Найдите также координаты точки D
такой, что AВCD — параллелограмм.

3. Рассмотрим треугольник с вершинами на осях
координат. Докажите, что проекция начала ко-
ординат на плоскость этого треугольника совпа-
дает с точкой пересечения высот треугольника.

4. Пусть А, В и С — произвольные точки плоскости,
а α, β, γ — три числа таких, что α + β + γ = 1. Пусть

вектор  = α  + β  + γ , где O — произ-
вольная точка. Докажите, что точка М принадле-

7
2
---

7
3
---

a b c d a b c d

a b c

a b a c b c

ab ac bc

OM OA OB OC
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жит плоскости ABC и при этом любая точка плос-
кости может быть представлена в этом виде един-
ственным образом. 

5. Найдите уравнение плоскости, параллельной
плоскости 4х + 2у – 3z = 1 и проходящей через
точку А(5; 6; –7).

6. Докажите, что плоскости 4х – 2у – 3z = 0 и
4х – 2у – 3z = 1 параллельны, и найдите расстоя-
ние между ними.

7. Найдите уравнение плоскости, проходящей че-
рез точки А(–1; 0; 1) и В(–3; 2; 0) и параллельной
оси Ох.

8. Укажите все точки М(х; у; z) такие, что

  = 7.

9. Найдите расстояние между прямой, являющей-
ся линией пересечения плоскостей 3х – 2z = 5
и 4х + 3z = 1, и прямой, проходящей через точки
А(1; –2; 3) и B(2; 5; –4).

10. Найдите уравнение сферы, касающейся сферы,
задаваемой уравнением x2 + y2 + z2 – 4х + 2у +
+ 2z = 0, с центром в точке А, если: а) А(9; –3; –3);
б) A(4; 0; 0); в) A(1; 1; 0).

11. Дана сфера х2 + y2 + z2 – 6x + 4y – 2z = 11. Най-
дите уравнение сферы радиуса R, касающейся
данной, если: a) R = 2; б) R = 5; в) R = 7.

12. Напишите уравнение прямой (систему уравне-
ний, задающую прямую), которая проходит через
точку А(3; –4; 5) параллельно прямой, определяе-
мой системой 3х + 2у – z = 4, х – 4у – 3z = 7.

13. Длины трех векторов равны 3, 4 и 5. Все попар-
ные скалярные произведения равны. Наиболь-
ший угол между векторами равен 120°. Найдите
диагонали параллелепипеда, ребра которого рав-
ны и параллельны данным векторам.

14. Используя понятие скалярного произведения,
найдите угол между скрещивающимися медиа-
нами соседних граней правильного тетраэдра.

x – 2( )2 + y – 6( )2 + z + 3( )2
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Контрольная работа № 5

Вариант 1

1. Найдите координаты середины отрезка АВ, где
А(–2; 3; 0), В(1; 4; 6).

2. Напишите уравнение сферы с центром в точ-
ке O(–2; 3; –1) и проходящей через точку
М(4; –2; 3).

3. Найдите уравнение плоскости, проходящей че-
рез точки А(–1; 1; 2), В(3; 0; 2), C(2; –1; –4).

4. Дан параллелепипед ABCDA1B1C1D1. Выразите

вектор  через векторы ,  и .
5. Найдите угол между плоскостями 2х – 3у + 4z = 5

и –3х + 5z = 3.

Вариант 2

1. Найдите координаты середины отрезка AB, где
A(3; –3; 1), В(0; –5; 6).

2. Напишите уравнение сферы с центром в точ-
ке O(2; –3; –1) и проходящей через точку
М(–4; 2; –3).

3. Найдите уравнение плоскости, проходящей че-
рез точки А(1; –1; –2), В(–3; 1; 0), C(5; 1; –4).

4. Дан параллелепипед ABCDA1B1C1D1. Выразите

вектор  через векторы ,  и .
5. Найдите угол между плоскостями 3x – у + 5z = 5

и –3у + 5z = 3.

Ответы и указания для учителя 
Вариант 1. 1. (–0,5; 3,5; 3). 2. (x + 2)2 + (у – 3)2 +

+ (z + 1)2 = 77. 3. 6x + 24y – 5z – 8 = 0. 4.  =

=  – 2 . 5. arccos . 

Вариант 2. 1. (1,5; –4; 3,5). 2. (х – 2)2 + (y + 3)2 +

+ (z + 1)2 = 65. 3. x + 2z + 3 = 0. 4.  = – .

5. arccos .

BD1 AB1 D1C A1C

B1D AC1 DC1 A1B

BD1

A1C D1C 14

986
--------------

B1D AC1 DC1
28

1190
------------------
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Глава 9*

...........................................................
Движения пространства

Данная глава посвящена теме, которой в школе
обычно уделяют недостаточное внимание, — теории
движений трехмерного пространства. Главная цель
при этом — познакомить учащихся с основными по-
ложениями теории движений, объяснить ее связь с
другими разделами стереометрии и планиметрии.
Вся глава имеет пометку «*», т. е. относится скорее
к дополнительному материалу (тема движений про-
странства обычно представлена в непрофильных
классах лишь на уровне определений).

Как и во всем курсе геометрии И. Ф. Шарыгина в
главе 9 приоритет отдается наглядности и доступ-
ности изложения. Однако следует помнить об одной
важной особенности движений пространства — для
них характерно явное различие между наглядным
представлением о «перекладывании» фигур в про-
странстве и строгим определением движения. Если
движения плоскости можно реализовать, передви-
гая воображаемую модель фигуры, то многие движе-
ния пространства таким свойством не обладают.
Прежде всего это относится к зеркальной симметрии
(подробное объяснение причин приведено в парагра-
фе 9.4) и к центральной симметрии. И потому следу-
ет с самого начала обратить внимание школьников
на тот факт, что при доказательстве формулы объ-
ема треугольной призмы нам уже приходилось ис-
пользовать равенство тел (призм), получающихся
друг из друга при помощи центральной симметрии,
которое нельзя обосновать при помощи совмещения
моделей этих тел в пространстве.

Методически глава 9 в основном повторяет главу,
посвященную движениям плоскости в учебнике
9 класса: сначала даются примеры движений про-
странства, затем подробно излагаются основные эта-
пы доказательства теоремы классификации движе-
ний (теоремы Шаля) и, наконец, описываются спо-
собы нахождения композиции различных видов
движений. Поэтому перед началом изучения гла-
вы 9 желательно вкратце повторить (напомнить
школьникам) основные результаты соответствую-
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щего раздела планиметрии: что такое движение
плоскости и композиция движений, какие сущест-
вуют движения плоскости и т. п. После этого многие
определения из главы 9 будут получаться просто за-
меной слова «плоскость» на слово «пространство».

При работе с учебником важно помнить, что его
материал с избытком покрывает нужды непрофиль-
ного, а тем более гуманитарного класса. Во время
уроков в таких классах изучаемый материал можно
ограничить первыми четырьмя параграфами данной
главы (т. е. примерами движений) или даже нагляд-
ным описанием движений и несколькими примера-
ми (винтового движения —  с обсуждением правила
буравчика, знакомого из физики, отражения — на
примере изображения в зеркале). С другой стороны,
предлагаемый способ изложения достаточно легко
«конвертируется» в теоремы и факты, необходимые
для работы в математических профильных классах,
хотя и не покрывает их целиком: в частности, основ-
ная теорема главы — теорема Шаля (классификация
всех возможных движений пространства) приведена
без доказательства, отсутствует изложение коорди-
натного подхода к описанию движений при помощи
матриц и т. п.

Порядок изложения материала в главе 9, как уже
было отмечено, в основном повторяет принятый в
учебнике для 9 класса порядок изложения теории
движений плоскости. В параграфе 9.1 дается общее
определение движения пространства, композиции
движений, тождественного (единичного) движения,
обратного движения и т. п. В следующих трех пара- г-
рафах приводятся примеры различных типов движе-
ний: параллельного переноса, вращения вокруг оси,
винтового движения, скользящей симметрии, цент-
ральной точки. При работе с гуманитарным классом
эти параграфы покрывают все затрагиваемые обычно
в рамках данной темы вопросы. Далее в параграфах
9.5—9.8 изложены основные этапы доказательства
теоремы Шаля, а также приводятся примеры нахож-
дения композиции различных движений (самый
сложный пример — это композиция двух вращений
относительно скрещивающихся осей; при первом
знакомстве с темой, особенно в гуманитарных клас-
сах, этот параграф может быть пропущен).
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9.1*. Определение движений

9.2*. Вращение вокруг оси 
и винтовое движение

9.3*. Центральная симметрия 
и симметрия относительно прямой

9.4*. Зеркальная симметрия 
и скользящие симметрии
Основными в материале параграфа 9.1 являются

определение понятия «движение» применительно к
пространству и теорема, определяющая компози-
цию двух последовательных движений так же, как
движение пространства.

Далее в параграфах 9.2—9.4 рассмотрены основ-
ные виды движений пространства.

Предметные результаты:
— формулировать и иллюстрировать определе-

ния: преобразования пространства, композиции
преобразований, равенства двух преобразований, не-
подвижной фигуры (тела) при данном преобразова-
нии;

— формулировать определения и свойства движе-
ний пространства, видов движений: центральной и
осевой симметрии, симметрии относительно плос-
кости, винтового движения;

— формулировать: определение равенства двух
фигур (тел) на основе движений; определение фигур
или тел, симметричных относительно точки, пря-
мой, плоскости;  иметь представление о движениях,
оставляющих то или иное тело на месте;

— строить образы точки, прямой, плоскости,
многогранника, сферы шара и других тел при сим-
метрии относительно точки, плоскости, а также их
образы при винтовых движениях; уметь формулиро-
вать и понимать правило буравчика;

— (в профильных классах) выводить координат-
ные формулы центральной, плоскостной симметрии
пространства и строить образы фигур, пользуясь
формулами этих преобразований.
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Примерное планирование изучения материала
Урок 1. Изложение теории, содержащейся в пара-

графе 9.1. Задача 11.
Задание на дом: задачи 2, 3.
Урок 2. Изложение теории, содержащейся в пара-

графе 9.2. Задача 4 a.
Задание на дом: задачи 4 б, в; 5.
Урок 3. Изложение теории, содержащейся в пара-

графе 9.3. Задача: найти объем общей части единич-
ного правильного тетраэдра ABCD и его образа при
симметрии относительно: а) середины высоты;
б) точки пересечения высот.

Задание на дом: задачи 6, 7.
Урок 4. Изложение теории, содержащейся в пара-

графе 9.4. Задачи: 2 (повторение); найти, для каких
из изучавшихся ранее движений всегда существует
«перекладывание», совмещающее тело и его образ
относительно движения.

Задание на дом: задачи 8, 9.

Указания к решению задач учебника
1. Невозможность совмещения тетраэдров ABCD

и A′B′C′D′ при помощи «перекладывания» можно
обосновать, например, следующими рассуждения-
ми. В силу условия, что длины всех ребер тетраэдра
различны, при совмещении треугольник ABD дол-
жен совпасть с треугольником A′B′D′, треугольник
ACD — с треугольником A′C′D′ и т. д. Однако при та-
ком «перекладывании» не может нарушаться прави-
ло буравчика, следовательно, направление обхода
треугольников ABD и A′B′D′, задаваемое указанным
порядком точек при взгляде соответственно со сторо-
ны точки C и C′, должно быть одинаковым (по часо-
вой стрелке или против часовой стрелки). Но это
не соответствует действительности, следовательно,
предположение о возможности совмещения тетраэд-
ров путем их «перекладывания» неверно.

2. Напомним, что, согласно данному в тексте
определению, равные фигуры (тела) — это фигуры,
которые совмещаются движением пространства.

1  Задачи см. после параграфа 9.4.
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Пусть F и F′ — равные фигуры, а g — движение, сов-
мещающее их. Пусть движение h переводит F в G,
а F′ — в G′. Тогда композиция hgh–1 (тоже являю-
щаяся движением) переводит G в G′. Следовательно,
по определению, тела G и G′ равны. Заметим, что нет
никакой необходимости считать, что движение, пе-
реводящее F в G, совпадает с движением, совмещаю-
щим F′ и G′, т. е. на самом деле верно и более общее
утверждение: какое бы движение мы ни применяли
к каждому из равных тел, они останутся равными.

3. Проще всего убедиться в этом напрямую, вы-
брав произвольную точку пространства и приме-
нив к ней указанные движения сперва в одном,
а после — в обратном порядке.

4. а) Движение, переводящее в себя правильный
тетраэдр, однозначно задается индуцируемой им пе-
рестановкой вершин. Нетрудно убедиться и в том,
что любая перестановка может быть реализована та-
ким способом. Следовательно, существуют ровно 24
таких движения, которые несложно перечислить:
это тождественное преобразование, повороты вокруг
прямых, содержащих высоты тетраэдра, на углы
120° и 240°, повороты вокруг отрезков, соединяю-
щих середины скрещивающихся ребер (они называ-
ются бимедианами) на углы 180°, отражения относи-
тельно бисекторных плоскостей двугранных углов
тетраэдра и, наконец, движения, равные компози-
ции отражения относительно плоскостей, являю-
щихся серединными перпендикулярами к бимедиа-
нам, и поворотов вокруг этих бимедиан на углы 90°
или 270°. Несложно проверить, что перестановки
вершин тетраэдра, индуцируемые этими движения-
ми, различны.

б*), в*) Количество движений, переводящих в се-
бя куб, равно 48 и равно количеству движений, пере-
водящих в себя октаэдр. В случае куба проще всего
понять это, вписав в него два правильных тетраэдра
(если куб имеет вершины ABCDA′B′C′D′, то указан-
ные тетраэдры — ACB′D′ и BDA′C′). Тогда любое
движение, сохраняющее куб, должно или перево-
дить каждый из тетраэдров в себя, или менять их
местами. Движений, сохраняющих тетраэдр, как
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мы знаем из предыдущей части задачи, 24, тогда
всего движений, переводящих куб в себя, не более 48
(то, что все они реализуются, легко проверить). То,
что движений, сохраняющих октаэдр, столько же,
можно понять, рассмотрев октаэдр с вершинами в
центрах граней только что рассмотренного куба.

5. Ответ можно получить, рассмотрев решение
предыдущей задачи (напомним, что движением куба
называется произвольное движение пространства,
переводящее куб в себя).

6. Задача сводится к нахождению плоскости сере-
динного перпендикуляра к отрезку AB. Проще всего
искать ее, записав в общем виде формулы расстоя-
ния от общей точки M(x; y) до точек A и B и прирав-
няв их друг другу.

7. Если нарисовать указанные точки, то становится
видно, что искомая ось — это перпендикуляр к плос-
кости ABC, проходящий через начало координат.

8. Нет, не для любых: чтобы такое вращение су-
ществовало, необходимо (и достаточно), чтобы рас-
стояния от A и B до C были равны. В самом деле, ес-
ли l — ось искомого вращения, то перпендикуляры,
опущенные из A и B на l, имеют общее основание и
равны между собой. Отсюда следует равенство отрез-
ков AC и BC. Наоборот, если AC = BC, то поворот на
угол ACB вокруг перпендикуляра к плоскости ABC,
проходящего через C, переводит A в B.

9.5*. Разложение движений 
в композицию зеркальных симметрий

9.6*. Композиция двух зеркальных 
симметрий

9.7*. Композиция двух вращений

9.8*. Композиция поворотов 
вокруг скрещивающихся прямых

Данная группа параграфов посвящена изучению
композиций различных видов движений простран-
ства.
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Предметные результаты:
— находить неподвижные фигуры при различ-

ных симметриях и корректно обосновывать сущест-
вование центра (плоскости, оси) симметрии данной
геометрической фигуры;

— используя куб, правильный тетраэдр, правиль-
ные призмы, применять различные симметрии при
решении стереометрических задач на доказательст-
во, построение и вычисление, обосновывая при этом
утверждения логического и вычислительного харак-
тера.

Примерное планирование изучения материала
Урок 1. Изложение теории, содержащейся в пара-

графе 9.5. Задача 41.
Задание на дом: задачи 3, 5 а, в.
Урок 2. Изложение теории, содержащейся в пара-

графе 9.6. Задачи 5 а— г.
Задание на дом: задача 6 (для пунктов а, б преды-

дущей задачи 5).
Урок 3. Изложение теории, содержащейся в пара-

графе 9.7. Задача: найти композицию поворотов во-
круг диагоналей куба на углы 120°.

Задание на дом: задачи 1, 7.
Урок 4. Изложение теории, содержащейся в пара-

графе 9.8. Задачи: 2; найти композицию двух поворо-
тов на 180° вокруг скрещивающихся ребер единично-
го куба.

Задание на дом: задачи 8, 9, 10.

Указания к решению задач учебника
1. Композиция указанных поворотов равна пово-

роту вокруг прямой, параллельной данным, на угол,
равный сумме ϕ + ψ. Чтобы убедиться в этом, доста-
точно воспользоваться разложением вращения в
композицию двух зеркальных симметрий, выбрав
одну из плоскостей равной плоскости, натянутой на
данные параллельные прямые.

2. Эта композиция равна винтовому движению
(в обобщенном смысле, если рассматривать парал-

1  Задачи см. после параграфа 9.8.
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лельный перенос в качестве винтового движения с
нулевым углом поворота): все рассуждения, исполь-
зованные в параграфе 9.7 при рассмотрении компо-
зиции двух поворотов вокруг скрещивающихся
осей, дословно переносятся на этот случай.

3. Рассмотрите произвольную точку пространст-
ва. Утверждение сводится к тому, что поворот во-
круг прямой, перпендикулярной плоскости, перево-
дит плоскость саму в себя, а значит, не меняет рас-
стояния от точки до нее. Аналогичным образом
отражение переводит прямую, перпендикулярную
плоскости, в саму себя, а значит, не меняет расстоя-
ние от любой точки пространства до этой прямой.

4. Центральная симметрия может быть представ-
лена в виде композиции отражения относительно
плоскости, проходящей через центр симметрии,
и поворота на угол 180° вокруг прямой, перпен-
дикулярной этой плоскости и тоже проходящей че-
рез центр симметрии. Отметим, что такая пара
(плоскость и перпендикуляр к ней) может быть вы-
брана произвольным образом. Доказательство мо-
жет быть получено при рассмотрении образа произ-
вольной точки: оба рассматриваемых движения не
меняют расстояние до центра симметрии и перево-
дят прямые, проходящие через него, в себя.

5. а) Указанные в задаче плоскости параллельны.
Следовательно, композиция равна параллельному
переносу на вектор (16; 40; 0), перпендикулярный
обеим плоскостям, равному удвоенному расстоянию
между плоскостями.

б) Композиция равна повороту на 180° вокруг бис-
сектрисы 2-го и 4-го квадрантов: указанные плос-
кости перпендикулярны и пересекаются как раз по
указанной прямой.

в) Поворот на –90° вокруг оси Ox (обоснования те
же, что и раньше).

г) Композиция равна повороту вокруг прямой, на-
тянутой на вектор (–1; –1; 1), на угол 2 arccos (1/4).
Если воспользоваться конструкцией из параграфа
9.2, то можно заметить, что рассматриваемая компо-
зиция равна композиции отражений относительно
плоскостей x + y = 0 и y + z = 0. Далее остается толь-
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ко найти прямую, по которой эти плоскости пересе-
каются, и угол между ними.

6. См. предыдущую задачу.
7. Данные тетраэдры не могут быть совмещены

движением, например, потому, что длины ребер пер-
вого из них в два раза больше длин ребер второго,
и следовательно, совместить все ребра невозможно.

8. Определение гомотетии в пространстве дослов-
но повторяет соответствующее определение для
плоскости (см. учебник для 9 класса): гомотетия с
центром O и коэффициентом k — это преобразова-
ние, переводящее произвольную точку A в такую

точку A′, что  = k . Обратите внимание на то,
что допустимы и отрицательные коэффициенты. То,
что при этом фигуры переходят в подобные себе, сле-
дует из сравнения длин всех отрезков — они изменя-
ются в k раз.

9. Если две данные сферы концентричны, то су-
ществует единственная совмещающая их гомотетия
с центром в их общем центре и коэффициентом, рав-
ным отношению радиусов. В самом деле, любая го-
мотетия, очевидно, переводит сферу в сферу, при
этом центр сферы переходит в центр ее образа. С дру-
гой стороны, нетождественная гомотетия имеет
единственную неподвижную точку — свой центр,
поэтому в указанном случае центр гомотетии совпа-
дает с центром сфер. Если же сферы неконцентриче-
ские, то таких гомотетий две: одна — с центром в
точке пересечения общих внешних касательных
плоскостей (в вершине конуса, все образующие кото-
рого касаются обеих сфер) и коэффициентом k = r/R
(где r и R — радиусы сфер), а вторая — с вершиной в
точке пересечения общих касательных плоскостей
таких, что сферы лежат по разные стороны от них
(центр — вершина конуса, все образующие которого
касаются одной из сфер, тогда как их продолжения
по другую сторону от вершины касаются второй сфе-
ры) и коэффициентом k = –r/R. Отметим, что обе эти
точки лежат на линии центров данных сфер. Чтобы
доказать это утверждение, достаточно заметить, что
коэффициент гомотетии по модулю всегда равен от-
ношению радиусов. Далее надо просто найти точки,

OA′ OA
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гомотетия относительно которых с таким коэффици-
ентом переводит один из центров сфер в другой.

10. а) Указанные сферы — концентрические. Сле-
довательно, совмещающая их гомотетия имеет
центр в точке O(0; 0; 0) и коэффициент 3.

б) Сферы не концентрические, значит, согласно
предыдущей задаче, существует две гомотетии:
первая — с коэффициентом 3 и центром в точке
(–2,5; 0; 0), а вторая — с коэффициентом –3 и цент-
ром в точке (1,25; 0; 0).

Итоговая контрольная работа
Вариант 1

1. Найдите площадь сечения правильной треуголь-
ной пирамиды плоскостью, содержащей ее боко-
вое ребро и середину противоположной стороны
основания, если боковое ребро равно 4, а сторона
основания равна 3.

2. Найдите объем цилиндра, центры основания ко-
торого совпадают с противоположными вершина-
ми единичного куба, остальные вершины которо-
го лежат на боковой поверхности этого цилиндра.

3. Дан куб ABCDA1B1C1D1 с ребром 7. На ребрах
AB, ВС и CC1 взяты точки K, Р и М соответствен-
но так, что АK = 3, ВР = 3, СМ = 2. Постройте
сечение куба плоскостью, проходящей через точ-
ки K, Р, М. Определите вид сечения. Найдите его
сторону, принадлежащую грани CDD1C1.

4. В основании пирамиды ABCD лежит правиль-
ный треугольник АBC со стороной 3, CD — высо-
та пирамиды, CD = 2. Найдите радиус описанно-
го и вписанного шара данной пирамиды.

5. Сторона основания правильной четырехуголь-

ной пирамиды равна 4, а высота равна 2 . Че-
рез середину стороны основания и середину бо-
кового ребра, не имеющего общих точек с этой
стороной, проведена прямая. Найдите длину
хорды, образующейся при пересечении этой пря-
мой с описанной около пирамиды сферой.

6
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6. Площади граней ABD и ABC пирамиды ABCD
равны 2, а площади граней ADC и BDC равны 3.
Двугранные углы с ребрами DA, DB, DC равны
между собой. Найдите двугранные углы этой пи-
рамиды.

Вариант 2

1. Найдите площадь сечения правильной треуголь-
ной пирамиды плоскостью, проходящей через
сторону основания и середину противоположно-
го бокового ребра, если сторона основания равна
3, а боковое ребро равно 4.

2. Высота цилиндра равна 3. Известно, что сущест-
вует куб, две противоположные вершины кото-
рого совпадают с центрами оснований цилиндра,
а остальные лежат на боковой поверхности ци-
линдра. Найдите объем цилиндра.

3. Дан куб ABCDA1B1C1D1 с ребром 11. На ребрах
АB, ВC и CC1 взяты точки K, Р и М соответствен-
но так, что АK = 4, ВР = 3, СМ = 7. Постройте
сечение куба плоскостью, проходящей через точ-
ки K, Р, М. Определите вид сечения. Найдите его
сторону, принадлежащую грани CDD1C1.

4. В основании пирамиды ABCD лежит равнобедрен-
ный прямоугольный треугольник АВС с прямым
углом при вершине С и катетами, равными 2,
CD — высота пирамиды, CD = 3. Найдите радиус
описанного и вписанного шара данной пирамиды.

5. Сторона основания правильной четырехуголь-
ной пирамиды равна 8, а высота равна 6. Через
середину стороны основания и середину боково-
го ребра, не имеющего общих точек с этой сторо-
ной, проведена прямая. Найдите длину хорды,
образующейся при пересечении этой прямой с
описанной около пирамиды сферой.

6. Площади граней ABD и ABC пирамиды ABCD
равны 3, а площади граней ADC и BDC равны 2.
Двугранные углы с ребрами DA, DB, DC равны
между собой. Найдите двугранные углы этой пи-
рамиды.
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Ответы и указания для учителя 

Вариант 1. 1. . 2. π . 3. Сечением бу-

дет пятиугольник. Искомая сторона равна .

4. 2, . 5. . Боковое ребро пирамиды

равно 4 , а отрезок, соединяющий середины ука-
занных ребер, равен 4. Пусть искомая хорда делится
серединами ребер на отрезки х, 4, у. По теореме о
произведении отрезков хорд получаем систему урав-
нений: х(4 + у) = 4, y(4 + x) = 8. 6. Пусть двугранные
углы с ребрами DA, DB и DC равны ϕ, а двугран-
ные углы с ребрами АВ, ВС и СА соответственно
равны α, β и γ. Поскольку сумма площадей проекций
трех граней на четвертую равна площади четвертой
грани, мы можем записать четыре соотношения:
2 = 2cos α + 3cos β + 3cos γ, 2 = 2cos α + 6cos ϕ,
3 = 2cos γ + 5cos ϕ, 3 = 2cos γ + 5cos ϕ. Из этой

системы получаем, что β = γ = ϕ = arccos ,

α = π – arccos .

Вариант 2. 1. . 2. 6π. 3. Сечением будет

шестиугольник. Искомая сторона . 4. .

5. . 6. α = arccos , β = γ = ϕ = arccos .

3
4
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------------------------------------------ 57
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...........................................................
Повторение

Оставшееся время следует посвятить повторению.
В сильных классах можно в полной мере воспользо-
ваться подборкой задач в конце учебника («Допол-
нительные задачи и задачи для повторения»).
Можно также провести тест («Проверь свои зна-
ния»). Поскольку в учебнике имеются ответы к
итоговому тесту, учителю следует продумать спосо-
бы контроля самостоятельности его выполнения.
Можно, например, дать небольшую выборку зада-
ний, расположенных в случайном порядке. Жела-
тельно повторить также курс планиметрии.

Указания к решению дополнительных 
задач и задач для повторения
1. Сначала следует из листа бумаги изготовить

фигуру, показанную на рисунке 20, а затем пере-
гнуть один край на 180°.

2. Можно, например, проде-
лать нужное измерение, сложив
предварительно три кирпича,
как на рисунке 21.

перекрутить

линии разреза
линии сгиба
линии
перекручивания

Рис. 20

Рис. 21
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3. Такой будет, например, ломаная AKLMDD1A1

на рисунке 22.

4. На рисунке 23 изображены основания всех
восьми пирамид. Все эти основания лежат в одной
плоскости. Пирамиды, чьи основания изображены
сплошной линией, имеют общую вершину, располо-
женную по одну сторону от плоскости оснований, а
пирамиды, чьи основания изображены прерывистой
линией, имеют общую вершину по другую сторону
от плоскости оснований.

5. Рассмотрим правильный тетраэдр. Поместим
в его центр O источник света. Рассмотрим четыре
трехгранных угла с вершинами в точке O и ребрами,
проходящими через вершины тетраэдра. Каждый из
этих трехгранных углов содержит одну грань тетра-
эдра. Нетрудно построить четыре непересекающих-
ся шара, каждый из которых закрывает ровно один
трехгранный угол. Шар, закрывающий один трех-
гранный угол, можно построить, например, так.
Сначала построим шар, касающийся ребер трехгран-
ного угла, а затем немного увеличим его радиус. За-
крыв один трехгранный угол, другой угол закроем
шаром большего радиуса, чтобы он не пересекался
с первым, и т. д.

6. Пусть прямые DC и D1C1 пересекаются в точке
М, а прямые ВС и В1C1 — в точке K. Плоскости
А1B1C1D1 и ABCD пересекаются по прямой МK. Обо-
значим через E точку пересечения прямых AВ и
МK. Е является точкой пересечения плоскости
АВВА1 с прямой МK. Значит, прямая EB1 проходит
через А1. Пусть теперь прямые CC1 и DD1 пересека-

K

M

B
A D

D1

C1

A1

B1

C

L

Рис. 22 Рис. 23
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ются в точке N, а прямые CB и DA — в точке L.
Плоскости BCC1B1 и ADD1A1 пересекаются по пря-
мой NL. Пусть ВВ1 пересекает NL в точке F. Тогда
прямая FA также проходит через А1.

7. Сечением куба могут быть правильный тре-
угольник, четырехугольник и шестиугольник. Пра-
вильный шестиугольник получится при сечении
куба плоскостью, проходящей через центр куба пер-
пендикулярно одной из его диагоналей (эта плос-
кость будет пересекать шесть ребер куба в их сере-
динах). В сечении куба не может быть правильный
пятиугольник, поскольку у правильного пятиуголь-
ника нет параллельных сторон, а любое сечение ку-
ба, имеющее вид пятиугольника, имеет две пары па-
раллельных сторон.

8. Пусть S — вершина пирамиды, а А — одна из
вершин основания. Из условия задачи следует, что
основанием пирамиды является вписанный много-
угольник, причем вершина пирамиды проектируется
в О — центр описанной около основания окружности.
Рассмотрим диаметр SB описанной около пирамиды
сферы. Треугольник SAB — прямоугольный, SO = 4,
SO — проекция SA на SB. По известному свойству
прямоугольного треугольника имеем SB•SO = SA2.

Отсюда SB = . Радиус шара равен .

9. Радиус искомого шара равен полуразности ра-
диусов описанной и вписанной сфер тетраэдра.

10. Поскольку радиус вписанного шара для пра-
вильного тетраэдра равен четверти его высоты, ука-
занная плоскость перпендикулярна соответствую-
щей высоте и делит ее пополам. Объем тетраэдра эта
плоскость делит в отношении 1 : 7.

11. Указанная плоскость параллельна одной из
граней тетраэдра и делит соответствующие ребра в
том же отношении, в котором делятся своей точкой
пересечения медианы треугольника, т. е. в отноше-
нии 2 : 1. Объем тетраэдра эта плоскость делит в от-
ношении 8 : 19.

12. Пусть S — вершина трехгранного угла. Возь-
мем на его ребрах точки А, В и C так, что SA = SB =
= SC. Пусть равны углы ASB и ASC. Из равенства

25
4
-------

25
8
-------
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треугольников ASB и ASC следует и равенство их
проекций на плоскость BSC, а это означает равенст-
во двугранных углов при ребрах SB и SC. Утвержде-
ние задачи следует также из того, что плоскость,
проходящая через S перпендикулярно ВС, является
плоскостью симметрии пирамиды SABC.

13. Пусть у трехгранного угла SABC сумма пло-
ских углов ASB и ASC равна 180°. Пусть SC1 — луч,
противоположный лучу SC. В трехгранном угле
SABC1 углы ASB и ASC1 равны. Следовательно
(см. предыдущую задачу), равны двугранные углы
с ребрами SB и SC1. Значит, в угле SABC сумма дву-
гранных углов с ребрами SB и SС равна 180°.

14. Из условия следует, что радиус основания
конуса в 6 раз меньше образующей этого конуса
(длина окружности основания равна дуге сектора
в 60° окружности с радиусом, равным длине обра-
зующей конуса). Угол при вершине конуса равен

2 arcsin  = arccos .

15. Пусть М и M1 — середины АВ и А1B1 соответ-
ственно, а E и E1 — точки пересечения медиан соот-
ветствующих оснований призмы. Задача сводится к
ответу на вопрос: в каком отношении прямая MC1
делит отрезок ЕЕ1? Понятно, что это отношение рав-
но C1E1 : EM = CE : EM = 2 : 1.

16. Искомое отношение равно отношению объ-
емов пирамид SBDN и SBDM. Но объемы этих пира-
мид равны, поскольку объем каждой составляет
половину объема пирамид SBDC и SBDA соответст-
венно. А эти две пирамиды имеют равные объемы.

17. б) Радиус описанного шара равен радиусу ок-
ружности, описанной около прямоугольника со сто-
ронами 2а и а (диагональное сечение призмы).

18. г) Площадь каждой боковой грани равна а2.

Спроектируем на одну из боковых граней все осталь-
ные грани пирамиды. Если ϕ — искомый двугран-

ный угол, то получим уравнение а2 = 2 a2 cos ϕ +

+ a2cos 60° + a2cos 60°, откуда cos ϕ = – .

1
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д) Радиус описанной сферы равен радиусу окруж-
ности, описанной около равнобедренного треуголь-
ника, боковые стороны которого равны боковым реб-

рам пирамиды a , а основание равно диагонали

основания пирамиды (a ). Радиус этой окружнос-

ти равен а.

е) Радиус вписанной сферы равен радиусу окруж-
ности, вписанной в правильный треугольник со сто-
роной а (таким будет сечение пирамиды плоскостью,
проходящей через вершину пирамиды перпендику-
лярно двум противоположным сторонам основания).

Этот радиус равен .

ж) Будем пользоваться методом, описанным в
параграфе 4.3. Длина отрезка SK (S — вершина пира-
миды SABCD, K — середина АВ) равна а. Спроекти-
руем его на плоскость SAC. Точка K перейдет в K1 —
середину ОА (О — центр основания). Расстояние меж-
ду диагоналями BD и SK равно высоте, проведенной
к гипотенузе SK1 в прямоугольном треугольнике

SOK1 с катетами  и  SK1 = . Это рас-

стояние равно а . Синус искомого угла равен

= .

19. г) Пусть А, В и С — три соседние вершины ос-
нования пирамиды, О — центр основания, М — се-

редина AC, AM = а, Е — вершина пирамиды. По-

скольку М — также и середина ВО, ВМ = а. Пусть

K — проекция М на BE. Так как ∠ EBO = 45°, то

МK = а. ∠ AKM равен половине искомого дву-

гранного угла (∠ AKC — линейный угол этого дву-
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гранного угла), а его тангенс равен  = . Вели-

чина искомого двугранного угла равна 2arctg

или π – arccos .

д) Радиус искомого шара равен радиусу окруж-
ности, описанной около равнобедренного треуголь-
ника с основанием 2а и высотой а. Этот треугольник
прямоугольный с гипотенузой 2а. Искомый радиус
равен а.

е) Радиус вписанного шара равен радиусу окруж-
ности, вписанной в равнобедренный треугольник с

основанием а  и высотой а.
20. Вершина пирамиды проектируется в центр

вписанной в основание окружности. Радиус этой ок-

ружности равен (5 + 12 – 13) = 2. Значит, высота

пирамиды равна 2 . Ее объем 20 . Для определе-
ния радиуса описанного шара воспользуемся мето-
дом координат. Пусть вершины данной пирамиды
имеют координаты (0; 0; 0), (5; 0; 0), (0; 12; 0),

(2; 2; 2 ). Поскольку центр описанного шара про-
ектируется в середину гипотенузы, мы знаем первые
две его координаты. Пусть третья координата z.

Итак, центр шара имеет координаты ; 6; z . Пусть

радиус равен R. Нам достаточно записать два уравне-

ния:  + 36 + z2 = R2; 2 –  + (2 – 6)2 + (2  – z)2 =

= R2, или 42  + z2 = R2; 28  – 4 z + z2 = R2. Из этих

уравнений найдем R = . Для определения ради-

уса вписанного шара можно воспользоваться форму-

лой из теоремы 5.6: V = rS. Но поскольку площадь

проекции боковой поверхности на основание равна
площади основания, а все двугранные углы при ос-
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новании равны 60°, боковая поверхность в два раза
больше площади основания, а вся поверхность равна
утроенной площади основания, т. е. равна 90. Ради-

ус вписанного шара равен .

21. Пусть АВС — основание пирамиды, Р — вер-
шина, причем двугранный угол с ребром ВС равен
120°. Вершина Р проектируется в точку, равноуда-
ленную от прямых, на которых лежат стороны осно-
вания. В данном случае это будет точка О — центр
вневписанной окружности треугольника АВС, ка-
сающейся стороны BС. При этом АВОС — паралле-
лограмм, а точка О удалена от сторон основания (от

соответствующих прямых) на расстояние, равное 

(это и есть радиус вневписанной окружности, кото-
рый равен высоте основания). Сторона основания

равна . Объем пирамиды равен . Для вычис-

ления радиуса описанного шара поступим следую-
щим образом. Обозначим через А1 диаметрально про-
тивоположную А точку описанной около АВС ок-
ружности. Плоскость AA1P проходит через центр
описанной около пирамиды сферы. Значит, радиус
искомой сферы равен радиусу окружности, описан-

ной около треугольника AA1P. Имеем ОА1 = ,

А1Р =  = , АР =  = .

По теореме синусов имеем R =  =  =

= . Для определения радиуса вписанного шара

можно воспользоваться формулой из теоремы 5.6:

V = rS. Объем мы уже нашли. Надо найти площадь

полной поверхности. Площадь основания равна .
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Все боковые грани равновелики. Площадь каждой

. Полная поверхность равна . Из равенства

 = r  находим r = .

22. Обозначим через Р, K и М середины АВ, АС и

CD соответственно. Имеем: PK = ВС, KМ = AD.

По неравенству треугольника РМ � РK + KМ. Отсю-
да следует утверждение задачи.

23. Радиус окружности, вписанной в ромб, равен

. Но радиус этой окружности не превосходит по-

ловины стороны ромба, т. е. задача имеет решение,

если h � . При этом условии объем пирамиды ра-

вен .

24. Если х — радиус искомого шара, то расстоя-
ние между центром этого шара и вписанного в куб

шара равно  + х. C другой стороны, это расстояние

равно  – х . Из соответствующего уравнения

находим х = 1 – .

25. Поскольку площади проекций обоих сечений
на плоскость основания равны между собой (так как
равны площади основания), а площадь проекции
равна площади фигуры, умноженной на косинус со-
ответствующего угла, отношение площадей сечений

равно .

26. Радиус шара, вписанного в тетраэдр, в 3 раза
меньше расстояния от его центра до вершины тетра-
эдра. Поэтому если r и х соответственно радиусы
вписанного в тетраэдр шара и искомого шара, то

(r + х) = 3(r – х). Откуда х = r =  = a .
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27. Указанная плоскость проходит на расстоя-

нии (  – 1) от вершины куба (считаем, что ребро

куба равно 1). Эта плоскость отсекает от куба тре-
угольную пирамиду, у которой один трехгранный
угол является углом куба, а соответствующие реб-

ра равны (  – 1) . Объем этой пирамиды равен

(9 – 5 ). Искомое отношение равно (20  + 33).

28. Рассмотрим единичный куб. Пусть меньший

из отрезков диагонали равен , а другой отрезок

равен  – . Тогда t определяется из уравнения

х = , откуда t = . Указанная плоскость пе-

ресекает ребра, выходящие из ближайшей вершины
куба, или их продолжения на расстоянии t от вер-

шины куба. Если t � 1 х � , то от куба отсекается

треугольная пирамида, у которой три ребра, выхо-
дящие из одной вершины, попарно перпендикуляр-

ны и равны t. Ее объем равен t3. Отношение объ-

емов равно  – 1 = 1 +  – 1. Этот ответ имеет

место при х � . Если же 1 < t �   < х � 1 , то

отсекаемое от куба тело можно представить как пи-
рамиду с тремя попарно перпендикулярными ребра-
ми длины t, выходящими из одной вершины, от ко-
торой отрезаны три равных пирамиды такого же ви-
да. У этих меньших пирамид перпендикулярные
ребра равны (1 – t). Объем отсекаемого тела (вернее,
меньшего из двух тел, на которые наша плоскость

делит куб) равен t3 – (1 – t)3. Отношение объемов

в этом случае равно .

1
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1
2
--- 3 3

1
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1
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1
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1
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2 1 + x( )3 + 2x – 1( )3 – 9x3

9x3 – 2x – 1( )3
-------------------------------------------------------------------------------
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29. Поскольку площадь проекции указанного се-
чения равна площади основания цилиндра и равна

, а угол плоскости сечения с основанием равен 45°,

площадь сечения равна .

30. Расстояние от центра вписанного в правиль-
ный тетраэдр шара до его ребра равно половине рас-
стояния между противоположными ребрами этого
тетраэдра. Для единичного тетраэдра расстояние от

центра до ребра равно . Радиус вписанного шара

равен . Радиус цилиндра равен  – .

Объем цилиндра равен (2 – ).

31. Рассмотрим диагональное сечение куба плоско-
стью, проходящей через указанное ребро куба. Пусть
это будет сечение АA1С1С, АА1 — ось конуса, A1 — его
вершина. Пусть А1М — образующая конуса, принад-
лежащая сечению. Положим ∠ OA1C1 = ϕ (О — центр

шара). Тогда tg ϕ = •∠ MA1A = 90° – 2ϕ, МA = r =

= tg(90° – 2ϕ) =  = , V = .

32. Радиус указанной сферы равен половине рас-
стояния между противоположными ребрами тетра-

эдра, т. е. он равен r = . Заданная сфера делится

поверхностью тетраэдра на четыре сферических

сегмента высотой h =  –  (высота каждого сег-

мента равна разности между радиусом рассматри-
ваемой сферы и радиусом вписанной в тетраэдр сфе-
ры) и четыре одинаковых криволинейных треуголь-
ника. Поверхность каждого сегмента равна 2πrh =

= (3 – ). Чтобы найти площадь одного криволи-
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нейного треугольника, надо из четверти площади
сферы вычесть площадь одного сферического сег-

мента. Получим .

33. Пусть r — радиус цилиндра. Проекции трех
ребер с общей вершиной на оси цилиндра на ось

этого цилиндра одинаковы и равны . Следо-
вательно, по крайней мере две из трех вершин, ле-
жащих на поверхности цилиндра, проектируются в
одну точку. Если в одну точку проектируются три
вершины, то радиус цилиндра равен радиусу окруж-
ности, описанной около грани тетраэдра, т. е. он ра-

вен . Пусть в одну точку на оси проектируются две

вершины тетраэдра. Обозначим через А, В и С вер-
шины, расположенные на поверхности цилиндра,
причем В и С проектируются в одну точку Р. Тогда в
ту же точку проектируется и середина ВС — точка
М. При этом МР равно расстоянию от центра окруж-

ности радиуса r до хорды длины а. МР = .

Рассмотрим прямоугольную трапецию АМРK (K —

проекция А). В этой трапеции МР = , РK =

= 2 , АK = r, AM = a . Справедливо равен-

ство AM2 = РK2 + (AK – MP)2. Подставляя найден-
ные выражения после очевидных преобразований,

получим r = а.

34. Радиус цилиндра равен расстоянию между
указанными диагоналями (см. задачу 3 в парагра-

фе 4.3). Oбъем цилиндра равен а3 .

35. В искомом треугольнике высота, проведенная
к стороне А1В, равна расстоянию между A1B и В1С
(см. задачу 3 из параграфа 4.3).

36. Понятно, что искомая окружность касается
сторон соответствующего криволинейного треуголь-

π 2 3 – 3( )

24
-------------------------------

a2 – r2

a

3
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---a2
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---a2
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ника в серединах образующих его дуг. Пусть О —
центр сферы, АВС — один из криволинейных тре-
угольников. Рассмотрим систему координат, по-
ложительные направления осей в которой — ОА,
OВ   и ОС. Середина дуги АВ имеет координаты

R ; R ; 0 . Середина дуги АС имеет координаты

R ; 0; R . Расстояние между ними равно R.

Следовательно, середины дуг образуют треугольник
со стороной R. Радиус искомой окружности равен
радиусу окружности, описанной около правильного
треугольника со стороной R.

37. Пусть прямая AВ не параллельна плоскости α
и пересекает ее в точке О. Имеем: ОМ2 = ОА•ОВ.
В этом случае искомое геометрическое место точек

есть окружность с центром в О и радиусом .
Если же АВ параллельна плоскости α, то искомое
геометрическое место является прямой, по которой
плоскость, перпендикулярная прямой AB и про-
ходящая через середину АВ, пересекается с плоско-
стью α.

38. Радиус искомого описанного шара равен ради-
усу шара, описанного около прямоугольного парал-
лелепипеда с ребрами a, b и с, т. е. равен половине

диагонали этого параллелепипеда: .

Для определения радиуса вписанного шара можно
воспользоваться формулой теоремы 5.6.

39. Из теоремы 5.8 следует, что отношение

объемов пирамид KMPQ и ABCD равно  =

= .

40. Общая часть есть параллелепипед, ребра кото-
рого в 3 раза меньше боковых ребер данной пирами-
ды. В самом деле, общая часть есть шестигранник,
образованный тремя парами параллельных плоскос-
тей, т. е. параллелепипед. Высота пирамиды являет-
ся диагональю этого параллелепипеда. Три ребра
параллелепипеда выходят из вершины пирамиды.

2
2
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2
2
-------

2
2
-------

2
2
-------

OA•OB

1
2
--- a2 + b2 + c2

KM•PQ
AB•CD
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1
15
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Но плоскость, проходящая через противоположные
вершине пирамиды концы этих трех ребер, отсекает

от диагонали  от нее. Объем параллелепипеда ра-

вен V.

41. Если 0 � α � , то площадь проекции равна

; если  < α � , то площадь равна

sin α. Отрезок, соединяющий середины соответст-

вующих скрещивающихся ребер, равен . Пусть

х и у — проекции этих ребер на нашу плоскость.
Проекция всего тетраэдра является равнобочной

трапецией с основаниями х и y и высотой . А по-

скольку скрещивающиеся ребра правильного тетра-
эдра и прямая, проходящая через их середины, по-
парно перпендикулярны, х2 + y2 = а2 (углы, образуе-
мые скрещивающимися ребрами с плоскостью,
проходящей через их середины, дополняют друг дру-
га до 90°). Боковые стороны этой трапеции и диагона-
ли являются проекциями оставшихся четырех ребер
тетраэдра.

Возможны два случая.
1) Боковая сторона трапеции равна acos α. Это

значит, что боковая сторона есть проекция ребра, об-
разующего угол α с данной плоскостью. Понятно,

что α �  поскольку acos α � . Пусть для опре-

деленности х � у. Очевидно также, что х � а. Проек-
ция боковой стороны трапеции на большее основа-
ние не больше его половины. Значит, имеет место не-

равенство a2соs2α �  + , откуда α � . Итак,

первый случай возможен, если � α � . Далее име-

1
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ем (x – y) = a  (полуразность оснований

равнобочной трапеции равна проекции боковой

стороны на основание). Тогда  = (x2 + y2) –

–  = a2 – a2cos2α + a2 = a2sin2α. Теперь

легко найти площадь проекции тетраэдра в этом слу-

чае: sin α.

2) Диагональ трапеции равна acos α. Проекция
диагонали на основание равна средней линии трапе-

ции и равна a . Но (х + у)2 � x2 + у2 = а2.

Значит, имеет место неравенство  � .

Отсюда получим, что α � . Площадь трапеции в этом

случае равна (после преобразований) .

З а м е ч а н и е. Можно воспользоваться следую-
щим утверждением: сумма квадратов проекций ре-
бер правильного тетраэдра на произвольную плос-
кость постоянна. Если ребро равно а, то указанная
сумма равна 4a2. Доказать это утверждение можно
следующим образом. Сначала докажем, что сумма
квадратов проекций ребер куба на произвольную
плоскость постоянна и равна 8b2, где b — ребро куба.
Это сделать нетрудно. Если α, β и γ — углы, которые
три попарно перпендикулярные ребра куба образу-
ют с некоторой плоскостью, то с перпендикуляром к
этой плоскости ребра образуют углы 90° – α, 90° – β,
90° – γ. Тогда sin2α + sin2β + sin2γ = 1, a cos2α +
+ cos2β + cos2γ = 2. Значит, сумма квадратов проек-
ций любых трех попарно перпендикулярных ребер
куба равна 2b2. Рассмотрим правильный тетраэдр
с ребром а. Опишем около него обычным образом куб
(ребра тетраэдра — диагонали граней куба). Ребро
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куба равно . Проекциями граней куба являются

шесть попарно равных параллелограммов. Проек-
циями ребер тетраэдра будут диагонали этих парал-
лелограммов — две различные диагонали для любой
пары равных параллелограммов. Из известной тео-
ремы планиметрии, утверждающей, что сумма квад-
ратов диагоналей параллелограмма равна сумме
квадратов его сторон, следует, что сумма квадратов
проекций ребер нашего тетраэдра равна сумме квад-
ратов проекций описанного куба, т. е. равна 4а2.
В нашей задаче из доказанного утверждения следу-
ет, что у равнобочной трапеции, являющейся проек-
цией тетраэдра, сумма квадратов боковой стороны и

диагонали равна а2. Следовательно, квадрат боко-

вой стороны не превосходит а2 напомним, что он

не меньше чем a2 , а квадрат диагонали не меньше

а2 (а сама она не больше а). Таким образом, ребро,

соответствующее боковой стороне трапеции, может

образовывать угол от  до , а ребро, соответствую-

щее диагонали, — угол от 0 до . Дальше рассужде-

ния такие же, как и в данном решении.
42. Такая пирамида невозможна. Докажем это.

Достроим ее до параллелепипеда, проведя через про-
тивоположные ребра пары параллельных плоскос-
тей (см. параграф 4.6). Получившийся параллелепи-
пед будет прямоугольным. Диагонали его граней
равны 3, 4 и 5. Если a, b и c — его ребра (в порядке
возрастания), то a2 + b2 = 9, a2 + c2 = 16, b2 + c2 = 25.
Сложим первые два равенства и вычтем третье. По-
лучим а = 0.

Другой способ решения. Можно воспользоваться
тем фактом, что все грани равногранного тетраэдра
(а у нашего тетраэдра все грани — равные треуголь-
ники) являются остроугольными треугольниками.
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Это следует из того, что плоские углы при каждой
вершине равногранного тетраэдра равны соответст-
вующим углам грани. Но сумма двух плоских углов
трехгранного угла больше третьего. Следовательно,
сумма двух углов одной грани больше третьего угла,
т. е. этот треугольник — остроугольный.

43. Высота, опущенная на гипотенузу, в данном
треугольнике равна 2,4. Расстояние от вершины
прямого угла до плоскости р равно 2,4sin α. Иско-
мые углы равны arcsin (0,8sin α) и arcsin (0,6sin α).

44. Сумма площадей проекций боковых граней на
основание равна площади основания. По известной
теореме о площади проекции сразу получаем, что ис-

комый угол равен arccos .

45. Если О — центр прямоугольника, то по фор-
муле длины медианы для треугольников AMC и
BMD имеем: 4MO2 = 2(MA2 + MC2) – АC2, 4МO2 =
= 2(MB2 + MD2) – BD2. Но AC = BD. Следовательно,
MA2 + МC2 = МВ2 + MD2.

46. Учитывая утверждение предыдущей задачи,
получим, что расстояние от заданной точки до чет-
вертой вершины прямоугольника равно 0. Значит,
указанная точка совпадает с этой вершиной, а сторо-
ны прямоугольника равны 3 и 4. Его площадь 12.

47. Пусть AM = х. Рассмотрим треугольную пира-

миду АKМА1. Объем этой пирамиды равен . Шар,

вписанный в куб, касается одной грани этой пирами-
ды и продолжений трех других граней (вневписан-
ный шар). Площади трех граней с общей вершиной

А равны ,  и . Площадь оставшейся грани равна

(см. задачу 20, п. 2 к параграфу 1.7)  =

= . Eсли мы соединим центр вписанного

в куб шара с вершинами нашей пирамиды, то полу-
чим четыре пирамиды. Одной гранью каждой из пи-
рамид является грань исходной пирамиды, а высота

к этой грани равна радиусу шара, т. е. равна . Объ-

1
6
---

x
18
-------

1
6
---

x
2
---

x
6
---

1
36
-------  + 

x2

4
------  + 

x2

36
-------

1
6
--- 1 + 10x2

1
2
---

2153990o2.fm  Page 145  Tuesday, April 29, 2014  10:40 AM



146

ем данной пирамиды составляется из объемов ука-
занных пирамид (сумма объемов трех минус объем

четвертой). Получаем уравнение •  +  +  –

–  = . Из этого уравнения получаем

х = .

Другой способ решения. Возьмем на ребрах ВВ1 и
АВ точки K1 и М1 соответственно так, что ВK1 =

= AM1 = . Рассмотрим поворот вокруг диагонали

СA1, переводящий K1 в K. Этот поворот переводит

М1 в точку M′ такую, что AM′ = . С другой сторо-

ны, плоскость грани куба АА1В1В после поворота пе-
рейдет в плоскость АKM′. Следовательно, плоскость
АKM′ касается вписанного в куб шара и точка M′
совпадает с М.

48. Пункт а) доказывается точно так же, как и со-
ответствующая теорема из курса планиметрии о
свойстве описанного четырехугольника. Все следует
из равенства касательных к шару, выходящих из од-
ной точки.

Докажем пункт б). Обозначим точки касания шара
с ребрами АВ, ВС, CD и DA тетраэдра соответственно
через K, L, М и N. Проведем плоскость через точки K,
L, М и обозначим через N′ ее точку пересечения с реб-
ром DA, а через А′, В′, С′ и D′ проекции А, В, С и D на
плоскость KLM. Нам надо доказать, что точки N и N′
совпадают. Пусть касательные из точек А, В, С и D к

шару равны соответственно a, b, c и d. Имеем  = ,

 = ,  = . Перемножая эти равенства, полу-

чим   = . Но  = , = . Следовательно,

точки N и N' совпадают.
49. Обозначим середину В1С1 через K. Введем сис-

тему координат с началом в вершине В, взяв в ка-

1
3
---

1
2
---

1
6
---

x
2
---

x
6
---

1
6
--- 1 + 10x2 x

18
-------

2
3
---

2
3
---

2
3
---

AA
BB
----------

′
′

a
b
---

BB
CC
---------

′
′

b
c
---

CC
DD
----------

′
′

c
d
---

AA
DD
----------

′
′

a
d
---

AA
DD
----------

′
′

AN
DN
----------

′

′

AN
DN
----------

a
d
---

2153990o2.fm  Page 146  Tuesday, April 29, 2014  10:40 AM



147

честве осей лучи ВА, ВС и ВВ1 соответственно.
Пусть О — центр искомого шара. Поскольку проек-
ция центра на АВ есть середина АВ, первая коорди-

ната точки О равна . Чтобы найти вторую коорди-

нату, спроектируем центр сначала на отрезок KС1
(это будет середина KС1), а затем эту точку спроекти-

руем на ВС. Итак, вторая координата равна . Пусть

третья координата центра искомого шара z, а R —
его радиус. Запишем два уравнения, исходя из того,
что расстояния от О до точек В и С(0; 1; 1) равны R.

Получим  +  + z2 = R2 и  +  + (z – 1)2 = R2.

Вычитая уравнения, сначала найдем z, а затем и

R = .

50. Спроектируем параллелепипед на плоскость,
перпендикулярную AС1. При этом точки А и С1 спро-
ектируются в одну точку. Также в одну точку спро-
ектируются точки K и М, т. е.  на проекции эти точ-
ки совпадут с точкой пересечения А1В и В1С (точнее,
их проекций, рис. 24). На этом рисунке А1С и B1B
параллельны и А1C = 2B1B. Следовательно, точки K
и М делят A1B и СВ1 в отношении 2 : 1. Рассмотрим
плоскость, проходящую через прямые АС1 и KМ.
Пусть эта плоскость пересекает BB1 в точке Р. Имеем

 =  = . Следовательно,  =  = .

51. Проведем плоскость, па-
раллельную основаниям ци-
линдра, на расстоянии 2rtg α
от нижнего основания. Эта
плоскость отсечет от нашего ци-
линдра цилиндр с такими же
основаниями и высотой 2rtg α.
Плоскость, указанная в усло-
вии, делит этот цилиндр попо-
лам. Отсюда находим ответ.
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52. АD2 = (  +  + )2. Раскрывая скобки по
правилу возведения в квадрат суммы векторов и учи-

тывая, что угол между векторами  и  равен ли-
бо 60°, либо 120° (углы между другими парами векто-
ров указаны в условии), получим две возможности
(два ответа): 

AD =  или AD = .
53. Рассмотрим куб ABCDA1B1C1D1. Возьмем тет-

раэдр, одно ребро которого совпадает с АВ. Посколь-
ку расстояние между центром куба и его ребром рав-
но расстоянию между противоположными ребрами
правильного тетраэдра с ребром АВ, тетраэдр, опи-
санный в условии, в самом деле является правиль-
ным. Пусть О — центр куба. Указанный тетраэдр не
выходит за пределы двух четырехугольных пира-
мид: ОАВВ1А1 и OABCD. Точно так же построим
тетраэдры, соответствующие ребрам CC1 и D1A1. Рас-
смотрев для каждого из них соответствующую пару
четырехугольных пирамид, увидим, что эти тетра-
эдры не пересекаются, поскольку не пересекаются
указанные пирамиды.

54. Пусть ребро куба равно 1. Спроектируем
куб на плоскость, перпендикулярную его диагонали.
В проекции получим правильный шестиугольник со

стороной  (меньшие диагонали этого шестиуголь-

ника равны диагоналям граней куба, т. е. равны

). Рассмотрим единичный квадрат с центром в
центре шестиугольника. Поскольку половина диаго-

нали этого квадрата равна  и равна расстоянию от

центра шестиугольника до его сторон (до середин
сторон), этот квадрат может быть целиком располо-
жен внутри шестиугольника. Для этого достаточно,
чтобы ни одна из его вершин не совпадала с середи-
ной стороны шестиугольника (это можно сделать).
Теперь проделаем в нашем кубе отверстие, соответ-
ствующее указанному квадрату. Понятно, что через
него может пройти единичный куб.

AB BC CD

AB CD

65 + 12 2 35 + 12 2

2
3
---

2

2
2
-------
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55. Если r — радиус цилиндра, a h — его высота,
то 4r2 + h2 = 4R2. Объем цилиндра равен V = πr2h. Та-
ким oбразом, нам надо найти наибольшее значение
функции у = r2h или у2 = r4h2 при условии, что
4r2 + h2 = 4R2. Откуда h2 = 4(R2 – r2). После замены
r2 = R2x задача сводится к определению максимума
функции х2(1 – х) при условии 0 � х � 1.

56. Пусть ребра параллелепипеда х, у и z, где
х + у = 6, x + z = 8 (периметры граней). Тогда его
объем равен: V = xyz = x(6 – x) (8 – x). Наибольшее
значение объема (максимум функции) достигается

при х = .

57. Сумма любых двух векторов есть вектор, про-
тивоположно направленный сумме двух других и
равный ей по длине (каждая из этих сумм есть удво-
енный вектор с началом в центре и концом в середи-
не соответствующего ребра).

58. Приведенное в задаче утверждение можно до-
казать, исходя из физических соображений. Пред-
ставим себе сосуд в виде рассматриваемого много-
гранника. Наполним его газом. Давление на каждую
стенку сосуда пропорционально площади поверхно-
сти соответствующей грани и направлено по перпен-
дикуляру к этой грани. Если бы сумма этих векторов
не была равна нулю, то на сосуд действовала бы не-
кая сила, под действием которой сосуд начал бы
самопроизвольно перемещаться (если, конечно, газ
внутри него находился бы под достаточно большим
давлением) и представлял бы собой «вечный двига-
тель», что невозможно.

Можно и не прибегать к физическим соображени-
ям. Докажем сначала, что для любого треугольника
сумма векторов, перпендикулярных его сторонам,
равных им по длине и направленных во внешнюю
сторону, равна нулю. Рассмотрим три таких векто-
ра. Повернем каждый из них на 90° в одну сторону
(например, по часовой стрелке). Тогда сумма векто-
ров должна также повернуться на 90°, а с другой сто-
роны, она станет равной нулю. Вспомогательное ут-
верждение доказано. Теперь нетрудно доказать ут-
верждение задачи для любой треугольной призмы.

14 – 52
3

-------------------------
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Ведь два вектора, соответствующих основаниям
призмы, равны по длине и противоположно направ-
лены, т. е. их сумма равна нулю. А для остальных
трех векторов можно воспользоваться только что до-
казанным утверждением для треугольника. (Векто-
ры, перпендикулярные боковым граням, по длине
пропорциональны ребру грани, лежащему в основа-
нии.) Докажем теперь наше утверждение для тре-
угольной пирамиды. Разрежем треугольную пи-
рамиду на две призмы и две в два раза меньшие
треугольные пирамиды, как мы это делали при вы-
воде формулы объема треугольной пирамиды (те-
орема 5.4). Для каждого из этих многогранников
построим указанную сумму векторов. Нетрудно
видеть, что эта сумма равна сумме векторов для ис-
ходного тетраэдра, ведь все векторы, соответствую-
щие граням, лежащим внутри, взаимно уничтожат-
ся. С другой стороны, все суммы, соответствующие
призмам, равны нулю. А для каждой пирамиды со-
ответствующая сумма даст вектор, в 4 раза мень-
ший, чем для исходной пирамиды. Тогда получа-
ется, что сумма векторов для всей пирамиды равна
половине этой суммы, а это возможно лишь при ус-
ловии, что данная сумма равна нулю.

Для завершения доказательства остается заме-
тить, что любой многогранник можно разрезать на
треугольные пирамиды так, что их внутренние гра-
ни являются гранями двух пирамид.

59. Пусть α — острый угол такой, что sin α = .

Из условия по теореме синусов следует, что плоский
угол при вершине пирамиды равен либо α, либо
180° – α. Докажем, что 60° < α < 72°. Из этого будет
следовать, что всего пирамид, удовлетворяющих ус-
ловию задачи, будет четыре: две треугольные с пло-
скими углами α и 180° – α, одна четырехугольная и
одна пятиугольная.

Для доказательства левой части неравенства до-

статочно проверить, что  < . Возводя это нера-

венство в квадрат, получим 675 < 676.

13
15
-------

3
2
-------

13
15
-------
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Докажем второе неравенство. Можно воспользо-
ваться тем, что тригонометрические функции угла в
72° вычисляются. Но при этом возникают очень гро-
моздкие вычисления, поэтому мы поступим иначе.
Возьмем на графике функции у = sin x (аргумент бе-
рем в градусной мере) точки А и В, соответствующие
аргументам в 60° и 90°. Соединим эти точки отрез-
ком АВ. Этот отрезок целиком проходит под нашим
графиком. Следовательно, значение ординаты точки
на этом отрезке, соответствующее абсциссе в 72°,
меньше синуса этого угла. Отбросив для удобства
знак градуса, получаем задачу: на прямой, проходя-

щей через точки А ; 60  и B(1; 90), найти ордина-

ту точки с абсциссой в 72. Она легко находится, и за-
дача сводится к проверке простого неравенства

 > .

60. Обозначим через М и K точки касания окруж-
ности, вписанной в треугольник ACD со сторонами

АС и AD соответственно. АK = AM = АС. Из усло-

вия следует, что проекция вершины В на плоскость
ACD совпадает с центром вписанной в ACD окруж-
ности. Следовательно, ВK = ВМ, а также ВK и ВМ
перпендикулярны соответственно AD и АС. А по-
скольку треугольник ABD — прямоугольный с пря-
мым углом при вершине В, ∠ BDK = ∠ KBA =

= ∠ МВА = . Обозначим через ϕ искомые двугран-

ные углы. Получим ctg ϕ = =  = sin .

61. Рассмотрим задачу в общем виде. Возьмем
треугольную пирамиду, объем которой равен V,
а площади граней S1, S2, S3 и S4. Четыре плоскости,
содержащие грани этой пирамиды, делят простран-
ство на 1 + 4 + 6 = 11 частей, границами каждой из
которых являются все плоскости граней пирамиды.
Это соответственно одна часть, состоящая из внут-
ренних точек пирамиды, четыре части, ограничен-
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ные одной гранью и продолжениями трех других, и
шесть частей, прилежащих к ребрам пирамиды и ог-
раниченных продолжениями всех граней пирами-
ды. (Есть еще четыре части пространства при верши-
нах пирамиды, каждая из которых ограничена про-
должениями трех граней пирамиды, но плоскость
четвертой грани не является ее границей.) Вписан-
ный в пирамиду шар соответствует первой части. Он
всегда существует, и его радиус находится по извест-
ной формуле 3V = r(S1 + S2 + S3 + S4). Существуют
также четыре шара, соответствующие каждой из
четырех частей второго типа. Это так называемые
вневписанные шары. Для доказательства существо-
вания этих шаров можно поступить, например, сле-
дующим образом. Рассмотрим трехгранный угол,
соответствующий какой-то вершине пирамиды.
Впишем в него шар маленького размера. Начнем
увеличивать радиус этого шара. В какой-то момент
шар коснется противоположной грани. Получим
вписанный шар. Будем продолжать увеличивать ра-
диус шара. Он будет пересекать противоположную
рассматриваемой вершине грань. Затем наступит
момент, когда он этой грани коснется вновь. Полу-
чим вневписанный шар. Для вычисления радиуса
этого шара соединим его центр со всеми вершинами
пирамиды. Получим четыре пирамиды с общим
центром в центре шара. Их высоты, опущенные из
общей вершины, равны радиусу искомого шара.
Площади соответствующих оснований равны пло-
щадям граней. Из этих четырех пирамид можно со-
ставить исходную, объединив три (понятно какие) и
отбросив точки, входящие в четвертую. Получив со-
ответствующие равенства для объема исходной пи-
рамиды, найдем радиусы вневписанных шаров. На-
пример, радиус шара, касающегося четвертой грани
и продолжений трех других, может быть найден из
формулы 

3V = r4(S1 + S2 + S3 – S4).
Посмотрим, существуют ли шары, соответст-

вующие шести последним областям. Рассмотрим об-
ласть, прилегающую к общему ребру двух послед-
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них граней. (Его центр внутри двугранного угла,
определяемого гранями S1 и S2, и вне угла, зада-
ваемого гранями S3 и S4.) Если бы внутри этой об-
ласти существовал шар, касающийся всех плоских
кусков, ограничивающих эту область, то, рассмат-
ривая четыре треугольные пирамиды с вершинами
в центре этого шара и вершинах исходной пирами-
ды, мы пришли бы к равенству

3V = q(S1 + S2 – S3 – S4), (*)
где q — радиус этого шара. Понятно, что такое ра-
венство возможно, если S1 + S2 – S3 – S4 > 0. Верно
и обратное утверждение: если S1 + S2 – S3 – S4 > 0,
то такой шар существует. В самом деле, рассмотрим
указанную область и впишем в один из двух ее трех-
гранных углов шар радиуса q, задаваемого равенст-
вом (*). Если расстояние до четвертого плоского ку-
ска, ограничивающего эту область, равно х, то, со-
единив центр этого шара с вершинами пирамиды и
рассматривая четыре получившиеся пирамиды, мы
пришли бы к равенству 3V = q(S1 + S2 – S3) – xS4.
Сравнивая это равенство с равенством (*), получим
х = q. Итак, шар, соответствующий указанной об-
ласти, существует, если S1 + S2 – S3 – S4 > 0. Но тог-
да не существует шара, соответствующего противо-
положной области. Отсюда вывод: если сумма пло-
щадей двух граней не равна сумме площадей двух
других граней, то существует шар, касающийся
продолжений всех граней пирамиды с центром вну-
три двугранного угла, задаваемого гранями с боль-
шей суммой. Если же сумма площадей двух граней
равна сумме площадей двух других граней, то не су-
ществует шара, касающегося продолжений граней
пирамиды с центром внутри двух соответствующих
областей третьего типа. Таким образом, шаров
третьего типа может быть от 0 до 3.

В нашем случае V = 1, S1 = 1, S2 = 1,5, S3 = 3,
S4 = 3,5. Как видим, S1 + S4 = S2 + S3. Следователь-
но, соответствующий шар не существует и задача
имеет семь решений. Соответствующие радиусы рав-

ны , , 1, , , , 3.1
3
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62. Рассмотрим правильный
тетраэдр ABCD. Пусть О — его
центр,  М — середина АС, пря-
мая ОМ проходит через середи-
ну BD. Найдем объем тела,
получающегося при вращении
тетраэдра ABCD вокруг пря-
мой ОМ. Пусть K — середина

АВ. KО = ОМ = , KО и ОМ

перпендикулярны. Рассмотрим квадрат KОМР. От-
резок AP перпендикулярен плоскости квадрата
KOMP и равен его стороне. Чтобы в этом убедиться,
удобно достроить тетраэдр до куба, проведя через
каждое ребро плоскость, параллельную противопо-
ложному ребру (рис. 25). Тогда Р — середина соот-
ветствующего ребра куба. Объем тела, получающе-
гося при вращении тетраэдра KОМА вокруг OM, ра-
вен половине искомого объема. Для его вычисления
можно воспользоваться утверждением задачи 13 из
параграфа 6.2. Согласно утверждению этой задачи,
объем тела равен сумме объемов цилиндра с высотой

ОМ =  и радиусом ОK = =  его объем 

и конуса такой же высоты (KР) и такого же, как и
цилиндр, радиуса (в три раза меньше объема ци-
линдра). Объем тела, получающегося при вращении

всего тетраэдра, равен .

63. Обозначим данную пирамиду ABCD. Пусть
АD = а. Из условия следует, что ∠ ABD = ∠ ACD =
= 90°. Пусть для определенности ∠ BCD = 90°. Это
означает, что DС перпендикулярна плоскости АBС и
что ∠ ABC = 90°. Положим АВ = х, CD = у. Имеем
АС2 = х2 + b2, ВD2 = b2 + y2, x2 + b2  + y2 = a2. Объем пи-

рамиды V = bxy. Воспользуемся для объема форму-

лой из теоремы 5.7 и приравняем два выражения для

объема: bху = • х • y sin α.

Сделав нужные сокращения, возведем это равенство
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в квадрат. Получим a2b2 = (b2(b2 + x2 + y2) + x2y2)
sin2α. А поскольку x2 + b2 + у2 = a2, получаем (после
преобразований) xy = abctg α. Значит, объем равен

ab2ctg α.

64. Построить параллелепипед, три ребра которо-
го лежат на трех заданных скрещивающихся пря-
мых, можно следующим образом. Проведем через
одну из заданных прямых плоскость, параллельную
другой прямой. Тогда точка, в которой эта плоскость
пересекает третью прямую, является вершиной ис-
комого параллелепипеда. Но мы предложим иной
путь. Рассмотрим призму АВСА1B1C1. Построим па-
раллелепипед, три ребра которого лежат на диагона-
лях АВ1, ВС1 и CA1. Для этого проведем через CA1 и
середину ВВ1 (точку Р) плоскость. Обозначим через
K и М ее точки пересечения с АВ1 и ВС1 соответ-

ственно. Поскольку  =  =  =  = ,

прямая МK параллельна AC1 и MK = АС1. Итак,

ребра искомого параллелепипеда в три раза меньше
соответствующих диагоналей граней призмы. Рас-
смотрим в плоскости треугольника ABС такие точки
Е и F, что B — середина СЕ, а ABFM — параллело-
грамм. В пирамиде AEFB1 площадь основания AEF
в три раза больше площади треугольника ABC. Сле-
довательно, эта пирамида равновелика данной приз-
ме. Отсюда следует, что объем параллелепипеда,
ребра которого равны и параллельны диагоналям
граней призмы, равен 6 (объем призмы 1), а объем
искомого параллелепипеда в 27 раз меньше.

65. Воспользуемся результатом задачи 21 из пара-

графа 3.4. ∠ MAC = (∠ DAC + ∠ BAC – ∠ BAD),

∠ MCA = (∠ DCA + ∠ BCA – ∠ BCD). Таким обра-

зом, ∠ AMC = 180° – ∠ MAC – ∠ MCA = (360° –

– ∠ DAC – ∠ BAC – ∠ DCA – ∠ BCA + ∠ DAB +

1
6
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PK
KA1
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PB1
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+ ∠ DCB) = ((180° – ∠ DAC – ∠ DCA) + (180° –

– ∠ BAC – ∠ BCA) + ∠ DAB  + ∠ DCB) = (∠ ADC +

+ ∠ ABC + ∠ DAB + ∠ DCB), что и требовалось.
66. Обозначим через с длину наибольшего ребра

тетраэдра. Понятно, что с — гипотенуза в двух рав-
ных прямоугольных треугольниках — гранях рас-
сматриваемого тетраэдра. Положим катеты в этих
треугольниках равными а и b, причем а < b (докажи-
те, что равенства не может быть). При этом из каждо-
го конца ребра длиной с выходят два ребра длиной а и
b. Пусть d — длина оставшегося ребра тетраэдра. По-
нятно, что у прямоугольных треугольников со сторо-
нами (это две оставшиеся грани) а, b и d гипотенуза
равна b, а меньший катет d. Из подобия двух прямо-
угольных треугольников со сторонами: первый — с
(гипотенуза), b (больший катет), а (меньший катет);
второй — b (гипотенуза), а (больший катет), d (мень-

ший катет) получаем  =  =  = λ. Таким образом,

a = λd, b = λ2d, с = λ3d. По теореме Пифагора b2 =

= a2 + d2, откуда λ4 = λ2 + 1, λ2 = , λ6 = 2 + .

67. Пусть KР — общий перпендикуляр к заданным
прямым (K — на прямой АВ). Проведем через K пря-
мую, параллельную второй прямой (эта прямая пер-
пендикулярна прямой АВ) и возьмем на ней точку M′

так, что KM′ = KM. ∠ AMB = ∠ AM′B. Получаем за-
дачу по планиметрии. Имеется прямой угол с верши-
ной K. На одной из его сторон взяты точки А и В на
расстоянии а и b от вершины. Пусть М′ точка на дру-
гой стороне, KM′ � d. Найдите наибольшее значение
угла АM′В. Решим эту задачу. Проведем через A и В
окружность, касающуюся второй стороны угла. Обо-
значим через M0 точку касания со второй стороной.

Если KМ0 =  � d, то ∠ АM0В и будет искомым на-
ибольшим углом (для любой точки М на второй сто-
роне угла, отличной от М0, ∠ AMB < ∠ AM0B). В
ином случае искомым будет угол АМ1В, где KM1 =

1
2
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1
2
---

c
b
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b
a
---

a
d
---

1 + 5
2

------------------- 5

ab
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= d. В этом случае окружность, описанная около тре-
угольника AM1B, вторично пересекает отрезок KМ1

во внутренней точке, и для любой точки М вне этого
отрезка ∠ АМВ < ∠ АМ1В. Итак, получаем, если

� d, то искомый угол равен ϕ = ∠ AM0B =

= |∠ АМ0K – ∠ BM0K|, tg ϕ = , в противном слу-

чае (  � d), tg ϕ = . Тогда наибольшее зна-

чение угла АМВ равно arctg  или arctg . 

68. Из условия следует, что расстояние от общего
центра заданных сфер до основания цилиндра, впи-
санного в большую сферу, равно r. Следовательно,

радиус оснований цилиндра равен . Значит,
расстояние от общего центра до основания, вписан-

ного в меньшую сферу, равно  =

= . Таким образом, задача имеет решение,
если 2r2 – R2 � 0. В этом случае высота цилиндра

равна r ± .
69. Точка А делит ребро двугранного угла на два

луча АР и АЕ. Рассмотрим два трехгранных угла с
вершиной в точке А. Ребрами одного являются лучи
АР, АВ, АС, ребра другого — лучи АЕ, АВ, АС. Пусть
точка K находится внутри плоского угла ВАР, а точ-
ка М — внутри угла ВАЕ. Воспользуемся результа-
том задачи 21 из параграфа 3.4. Имеем ∠ KАВ =

= (∠ PAB + ∠ BAC – ∠ РАС), ∠ MAB = (∠ EAB +

+ ∠ BAC – ∠ EАС). Сложив эти равенства, получим,
учитывая, что ∠ PAB + ∠ EAB = ∠ РАС + ∠ EAC =
= 180°, ∠ KAM = ∠ BAC.

70. Из условия следует, что вершина пирамиды
проектируется в точку Р, равноудаленную от сто-
рон основания (точнее, от прямых, содержащих сто-
роны основания). При этом расстояние от Р до сторон

ab

b – a

2 ab
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ab d b – a
ab + d2
---------------------

b – a

2 ab
-----------------

d b – a
ab + d2
---------------------

R2 – r2
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1
2
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основания равно . Следовательно,

в основании лежит не параллело-
грамм. Равные стороны являются со-
седними. Если бы Р находилось внутри
основания, то площадь основания рав-

нялась бы (10 + 6)  = . Но пло-

щадь основания не больше 60 (она рав-
няется 60, если углы между неравны-

ми сторонами равны 90°), а  > 60.

Следовательно,  Р расположена вне ос-
нования (рис. 26). Соединим точку Р с вершинами ос-
нования. Получим четыре треугольника с общей
вершиной в точке Р. Одна сторона каждого — сторо-
на основания, высота в каждом треугольнике из вер-

шины Р равна . Площадь основания получается,

если мы сложим площади двух треугольников и вы-
чтем площади двух оставшихся. Площадь основа-

ния равна (10 – 6)  = . Объем пирамиды равен

.
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6 6
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